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SUITES DE JORDAN-HOLDER ET PRINCIPALES
D’UN GROUPE DE LIE

A. KUMPERA

La théorie des groupes de Lie et, plus généralement, celle des pseudo-
groupes de Lie trouve ses origines, au siécle dernier, en des problémes
d’intégration d’équations différentielles. Dans trois mémoires céleébres [15],
[16], [17] Sophus Lie a esquissé une théorie générale d’intégration d’équations
différentielles aux dérivées partielles fondée sur la structure du groupe ou,
plus généralement, du pseudogroupe des transformations locales laissant
invariante 1’équation donnée. Le principe consiste & prendre une suite de
composition du groupe et 4 remplacer I’équation initiale par un nombre fini
d’équations différentielles invariantes par les quotients successifs de la suite
de telle sorte a obtenir des problemes d’intégration équivalents. Lorsque la
suite de composition est une suite de Jordan-Holder, le probléme d’intégra-
tion donné est ainsi remplacé par un nombre fini de problémes d’intégration
4 groupes simples. Nous voyons par conséquent le role fondamental des suites
de Jordan-Holder dans la théorie de Lie. Notons par ailleurs que le méme
principe peut s’appliquer & ’étude de nombreux problémes de géométrie.
Dans cet article nous étudions la nature des suites de Jordan-Holder d’un
groupe de Lie de dimension finie qui, mis 4 part son intérét dans la théorie de
Lie, a également un intérét propre car une partie substantielle de la structure
du groupe est décrite par la nature de ses suites de Jordan-Holder.

Le plan du travail est le suivant. Tout d’abord (§§1-4) nous transcrivons
certaines propriétés classiques des algébres de Lie a la lumiére des suites de
Jordan-Holder et des suites principales. Nous indiquons, en particulier, la
nature de telles suites pour certaines classes remarquables d’algébres. Con-
trairement & 'usage, nous incluons dans la définition "algébre simple les
algébres abéliennes de dimension un ce qui évitera de fastidieuses répétitions.
Compte tenu de son utilisation pour les groupes de Lie de dimension finie,
nous limitons la discussion aux algébres de dimension finie sur un corps K.
Pourtant, il va de soi qu'une partie substantielle de la discussion peut étre
menée en toute généralité.
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La deuxiéme partie (§5-9) est consacrée & I’étude des suites de Jordan-
Holder et des suites principales d’un groupe de Lie de dimension finie en
s’appuyant partiellement sur les résultats algébriques précédants ainsi que sur
la correspondance biunivoque entre les sous-algébres et les sous-groupes de
Lie connexes. En vertu de cette correspondance, nous pourrions croire a
premiére vue que les résultats, pour les groupes de Lie, sont aussi complets et
satisfaisants que leur contrepart algébrique. Or, il n’en est pas ainsi, sauf pour
les groupes simplement connexes dans quel cas I’algébre détermine entiére-
ment le groupe. Nous pourrions également songer a obtenir les résultats
directement en raisonnant sur les sous-groupes de Lie d’'un groupe de Lie
donné et en suivant les étapes habituelles de la démonstration algébrique. Ici
encore on se heurte vite a des difficultés dés qu’il est question de considérer
des groupes quotients car ceci présuppose, pour obtenir une topologie
adéquate, que le sous-groupe soit fermé.: Plus important, le troisiéme
théoréme d’isomorphie n’est pas valable en toute généralité. Les théorémes
relatifs aux groupes de Lie sont en fait plus faibles que leur contrepart
algébrique et ceci di a la présence d’homotopie non triviale et en général
“mal répartie”. Nous montrerons tout d’abord qu’un groupe de Lie admet des
suites de Jordan-Holder et des suites principales dont les termes sont tous des
sous-groupes fermes. L’équivalence au niveau des algébres de Lie entraine
alors que deux suites fermées d’un méme groupe sont désormais localement
équivalentes. Nous verrons ensuite, par des exemples, que I’équivalence locale
ne sétend pas, en général, 4 une équivalence globale. Pourtant nous
montrerons que dans certains cas, notamment celui des groupes résolubles,
I’extension est toujours possible, autrement dit, deux suites de Jordan-Holder
ou principales fermées sont toujours globalement équivalentes. Il est assez
remarquable que lobstruction, due & I'homotopie, disparaisse pour les
groupes résolubles. Nous chercherons enfin & établir certains critéres pour
qu’il en soit ainsi dans des cas plus généraux.

Dans 'la derni¢re partie (§10) nous affaiblissons la notion de suite de
Jordan-Holder et principale de telle sorte que 1’équivalence est toujours
réalisée pour les groupes semi-simples compacts.

Signalons enfin que les résultats présentés dans ce travail ne sont que
partiels, le sujet méritant une étude bien plus approfondie. Nos résultats se
limitent & décrire (que partiellement) le comportement des groupes dont la
décomposition de Levi est un produit direct (au niveau de ['algébre). Aucun
renseignement n’est obtenu dans le cas général.

L’auteur tient a remercier F. J. Turiel pour de profitables discussions et
pour des contre-exemples.
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1. Suites de Jordan-Holder d’une algébre de Lie

Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur un corps K.
Définition 1.1. Une suite de composition de g est une suite finie

£§=8282"""Dg=0

de sous-algebres de g tel que g;_, soit un idéal de g; pour tout i.
Les algebres de Lie quotient g;/g; ., , seront appelées les quotients successifs
de la suite @ = (g;)y<,< ,- L’algebre de Lie produit
r—1
Ble 8 = 'HO (&/8+1)

sera appelée 'algébre graduée associée 4 ®. Rappelons que la suite @ est dite
plus fine que la suite ¥ = (h)o ;<, lorsque ¥ est une suite extraite de @,
¢’est-a-dire, il existe une application strictement croissante d’intervalles en-
tiers

A:[0,¢g]-[0,p]

tel que A = g,.;,. De fagon intuitive, la suite @ s’obtient a partir de ¥ en
intercalant au besoin certains termes supplémentaires. Puisque A ne préserve
pas nécessairement les successeurs, une suite extraite d’une suite de composi-
tion n’est pas forcément une suite de composition car g;, ; n’est pas supposé
étre un idéal de g; pour s > 1. Nous dirons enfin que les deux suites ® et ¥
sont équivalentes lorsque p = g et lorsqu’il existe une permutation o de
I'intervalle entier [0, p — 1] tel que g;/g;,, soit isomorphe & A,/ hy;) .y pOUT
tout i <p.

Les théorémes qui suivent traduisent des propriétés habituelles des suites de
composition et leur. démonstration, basée sur les théorémes: d’isomorphie, est
analogue a celle qui se trouve dans la plupart des textes d’algébre pour les
groupes a opérateurs ou pour les modules. Dans le contexte des algébres de
Lie ces théorémes remontent & Sophus Lie.

Théoréme 1.1 (Schreier). Deux suites de composition quelconques de g
admettent toujours des suites de composition plus fines équivalentes.

Définition 1.2. Une suite de Jordan- Héolder d’une algebre de Lie g est une
suite de composition strictement décroissante qui n’admet aucune suite de-
composition strictement plus fine.

Les seules suites de composition plus fines qu’une suite de Jordan-Holder
sont donc les suites construites a 1’aide des termes de la suite initiale et
admettant d’éventuelles répétitions. Il est clair que toute algébre de dimension
finie admet des suites de Jordan-Hoélder.



310 A. KUMPERA

Définition 1.3. Une algébre g est dite simple lorsqu’elle est différente de O
et ne posséde que les idéaux triviaux O et g.

Remarquons que la .définition ci-dessus admet des algébres simples
abéliennes notamment les algébres de dimension un.

Proposition 1.1. Une suite de composition est de Jordan- Holder si et seule-
ment si tous les quotients de la suite sont simples. En particulier g est simple si
et seulement si g admet la suite de Jordan-Hodlder triviale g O 0.

Théoréme 1.2 (Jordan-Hélder-Lie). Deux suites de Jordan-Holder quel-
conques d’une méme algébre de Lie sont toujours équivalentes.

Corollaire 1.1. Toute suite de composition strictement décroissante de g
admet une suite de Jordan- Holder plus fine. En particulier, tout idéal i de g peut
étre inséré dans une suite de Jordan-H odlder.

Le théoréme 1.2 permet de définir, & isomorphisme prés, le gradué associé a
une algébre de Lie g. C’est algébre graduée associée a une suite de Jordan-
Holder quelconque de g et sera notée par gr g.

Définition 1.4. La longueur d’une algébre de Lie g, notée I(g), est le
nombre de quotients successifs de n’importe quelle suite de Jordan-Holder.
On dira que g = 0 est de longueur nulle.

La longueur d’une algébre de Lie est évidemment invariante par isomor-
phisme et les algébres simples sont celles de longueur un. Remarquons
toutefois que deux algébres non isomorphes peuvent admettre des suites de
Jordan-Hoélder équivalentes. C’est le cas, par exemple, des algébres
abéliennes, nilpotentes et résolubles de méme dimension. Si I'algébre g admet
la suite de Jordan-Hélder @, cette algébre s’obtient par extensions successives
des quotients de ®. Ces quotients ne caractérisent donc pas, en général,
I’algébre g. La fonction longueur vérifie certaines identités relatives aux
idéaux et aux quotients; nous en indiquons ci-dessous les plus importantes.
Soit

0skSghinso

une suite exacte en algébres de Lie. Alors I(g) = I(h) + I(k). Cette formule
résulte du simple fait suivant. Soient ® et ¥ des suites de Jordan-Hélder de &
et h respectivement. On obtient une suite de Jordan-Holder de g en étendant
la suite ® par Y !(¥). Ce procédé permet, en particulier, de construire des
suites de Jordan-Hélder de g lorsqu’on en connait pour un idéal i de g et pour
le quotient g /i. En outre, si ¢: g — A est un morphisme, alors

I(g) = I(im @) + I(ker @), (k) = I(im ¢) + I(coker ).
Soit

P @ P
0—>g0—0>g1—; o —)lgn—>0
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un complexe en algebres de Lie (ie., ¢, . 19; = 0). Supposons en plus que im ¢;
soit un idéal de g, , ; pour tout i. Dans ces conditions

S D) g) = S (~1)l(ker gy /im gy _y),
k=0 X k=0

ou, par définition, ¢_, = ¢, = 0. Cette derniére formule montre que la
fonction longueur vérifie la formule d’Euler-Poincaré. Le coté droit de la
formule est la caractéristique d’Euler-Poincaré du complexe (g,) relative a la
fonction /. En particulier, pour tout complexe acyclique (i.e., exact),

S (<1 U(g) = 0
k=0

Si A et k sont deux idéaux de g, alors

I(g/hy + lg/k) =g/ (h+ k) + g/ (hnN k)
Enfin, si A et k sont deux sous-algébres de g avec A contenu dans le
normalisateur de &, alors

I(h) + I(k) = I(h + k) + I(h A k).

2. Suites principales d’une algébre de Lie

Définition 2.1. Une suite distinguée de g est une suite de composmon
(8)o<i< p dont tous les éléments g, sont des idéaux de g.

Définition 2.2. Une suite principale de g est une suite distinguée stricte-
ment décroissante qui n’admet aucune suite distinguée strictement plus fine.

11 est utile de disposer d’un théoréme de Jordan-Holder pour les suites
principales. A cet effet et pour mieux mettre en évidence les structures
supplémentaires qui interviennent, nous esquissons les résultats pour les
algébres a opérateurs. Rappelons toutefois que ce théoréme peut se démontrer
pour toute catégorie de structures satisfaisant aux théorémes d’isomorphie.
Soit End g ’ensemble des morphismes linéaires de I’espace vectoriel g.

Définition 2.3. Une algébre de Lie g munie d’une application

p:2—Endg

est appelée une algébre i opérateurs dans §2 (nous restreignons la définition
aux algébres de Lie).

Lorsque l'ensemble €2 est muni de structures homologues a celles de
P’algébre associative End g (ou encore a celles de l'algébre de Lie End g =
gl( g)) nous pouvons supposer en plus que p est une représentation de {2 dans
g C’est-a-dire, un morphisme pour les structures en question. Enfin, lorsqu’il
sera utile de bien mettre en évidence les algebres a opérateurs, celles-ci seront
notées explicitement par (g, p).
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g étant une algebre a opérateurs, la notion de sous-structure est restreinte a
celle de sous-structure stable. Ainsi, un idéal ou une sous-algébre de I'algébre
a opérateurs g est un idéal ou une sous-algébre A de g stable par les
opérateurs de § c’est-a-dire, p(x)h C h pour tout x € §2. Une telle sous-struc-
ture est elle-mé&me une algébre a opérateurs dans £2. Si i est un idéal stable, le
quotient g/i est également une algébre a opérateurs dans & car chaque p(x)
passe au quotient. Un morphisme ¢: g— h de deux algébres a opérateurs
dans § est un morphisme d’algébres compatible avec les opérateurs c’est-a-
dire, '

(p,(x) - ¥) = pu(x) - ().

Rappelons enfin que la somme et l'intersection de deux. sous-structures
stables est encore stable et que les trois théorémes d’isomorphie se tran-
scrivent dans le cas stable. Toutes les définitions et les résultats du §1 peuvent
se recopier dans le contexte des algébres & opérateurs. En particulier, les
quotients successifs ainsi que le gradué associé & une suite de composition
stable sont munis canoniquement de structures d’algébres a opérateurs dans £
et ’équivalence de deux suites stables est définie par I'isomorphisme, & une
permutation prés et au sens des algébres a operateurs, des quotients succes-
sifs. Remarquons enfin que toute suite de composition stable de I'algébre a
opérateurs g est une suite de composition de I’algébre sans opérateurs (au
sens du §1) et que toute suite de Jordan-Holder stable de g admet une suite
de Jordan-Holder plus fine de P’algébre sans opérateurs.

Revenons maintenant aux suites distinguées. Prenons une algébre de Lie g
et munissons la de la structure d’algébre 4 opérateurs définie par la représen-
tation adjointe

ad: g—»>Derg C End g,
ou ad(x) -y =[x, y]. Les sous-algebres et les idéaux stables-de g coincident

tout simplement avec les idéaux i de g (sans opérateurs) munis de la
représentation adjointe induite

ad;: g —Deri
et les quotients de g par les idéaux stables ne sont autres que les quotients g/
munis de la représentation adjointe quotient
ad,;;: g — D¢r g/i.
Plus généralement, les sous-algébres et les idéaux stables de I'idéal i

(considéré comme algébre & opérateurs dans g) sont les idéaux j de g
contenus dans i et munis de la représentation adjointe induite, les quotients
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i/j étant des algébres a opérateurs munies de la représentation quotient

ad,,; : g >Deri/j.

Les sous-algebres et les idéaux stables de i/j sont les quotients k/j ol k est
un idéal de g vérifiant I'inclusion i 5 k 5 j et les quotients de i /j par k/j
sont égaux (isomorphes) aux algébres 4 opérateurs i/ k. Enfin, la somme et
I'intersection des idéaux stables h/j et k/j de i/j sont égaux aux idéaux
stables (h + k)/j et (h N k)/j respectivement. On voit ainsi que I’ensemble
des sous-structures i et des structures quotient i /j d’une algébre & opérateurs
fixée g (munie de la représentation adjointe) est une catégorie close pour les
opérations élémentaires, ce qui permet de lui appliquer les théorémes d’iso-
morphie. En outre,

Proposition 2.1.  Pour que ad, ; soit triviale (représentation nulle) il faut et il
suffit que [ g, i] C j.

Appliquons ensuite les résultats précédents au cas particulier des algébres a
opérateurs définies par la représentation adjointe. Tout d’abord, les suites de
composition stables de g sont précisément les suites distinguées de g (sans
opérateurs) et les suites de Jordan-Holder stables sont les suites principales. .
Les quotients successifs des suites distinguées sont des algébres 4 opérateurs
par rapport aux représentations adjointes quotient. Pour qu'une suite dis-
tinguée soit principale il faut et il suffit que les quotients successifs soient des
algébres ad-simples c’est-a-dire, ne continennent aucun idéal stable, par la
représentation adjointe quotient, autre que les idéaux triviaux. Remarquons
toutefois que, sauf pour les quotients de la forme g/j, les suites de composi-
tion des algebres a opérateurs i et i /j (avec domaine d’opérateurs g), ou i et
sont des idéaux emboités de g, ne coincident pas forcément avec les suites
distinguées des algébres de Lie sans opérateurs i et i/j. En effet, toute suite
de composition est une suite distinguée mais la réciproque est inexacte. Ceci
tient au fait qu'un idéal k& de I’algébre i n’est pas forcément un idéal de g ou,
de fagon plus savante, il y a lieu & distinguer les structures d’algeébres a
opérateurs de i (resp. i/j) avec domaines d’opérateurs g et i (resp. i/j). De
méme, les suites de Jordan-Holder stables des algébres 4 opérateurs 7 et i/
ne sont pas en général des suites principales pour les algébres sans opérateurs
car elles peuvent admettre des suites distinguées strictement plus fines. Ces
distinctions disparaissent évidemment dans le cas abélien. Elles disparaissent
aussi, comme nous le verrons plus tard, dans le cas réductif et en particulier
dans le cas semi-simple. En outre, si g est soit nilpotent soit résoluble sur un
corps algébriquement clos, toute suite de Jordan-Hélder stable des algébres a
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opérateurs i et i/j est une suite principale des algébres sans opérateurs. Plus
précisément, nous montrerons que ces suites de Jordan-Holder stables ainsi
que les suites principales sont en fait des suites de Jordan-Holder au sens
habituel c’est-3-dire, au sens des algébres sans opérateurs.

Dans les théoréme qui suivent, le préfixe ad indique désormais qu’il s’agit
d’algébres a opérateurs définies par la représentation adjointe.

Théoréme 2.1 (Schreier). Deux suites distinguées quelconques de g admet-
tent toujours des suites distinguées plus fines ad-équivalentes.

Théoréme 2.2 (Jordan-Holder-Lie). Deux suites principales quelconques
d’une méme algébre de Lie g sont toujours ad-équivalentes.

Corollaire 2.1. Toute suite distinguée strictement décroissante de g admet
une suite principale plus fine. En particulier, tout idéal i de g peut étre inséré
dans une suite principale.

Il est clair que toute algébre de Lie de dimension finie admet des suites
principales. En outre, le théoréme 2.2 montre que le gradué associé a une
suite principale de g est déterminé a isomorphisme pres. Ce gradué, muni de
la représentation adjointe de g sera appelé le gradué principal et sera noté par
gr.prg.

Définition 2.4. La longueur principale d’une algebre de Lie g, notée Ip( g),
est le nombre de quotients successifs de n’importe quelle suite principale.
L’algebre g = 0 est de longueur principale nulle.

La longueur principale est un invariant par isomorphie et les algébres
ad-simples (g considéré comme algébre a opérateurs dans g) sont celles de
longueur principale un. Il est évident, en outre, que g est ad-simple si et
seulement si g est simple au sens habituel, cette propriété n’étant plus valable,
en général, pour les algébres a opéateurs i et i /j (avec domaine d’opérateurs
g). Comme dans le cas des suites de Jordan-Hoélder, les quotients successifs
des suites principales ne caractérisent pas 'algébre g a isomorphisme prés;
des exemples sont fournis par les algébres nilpotentes et abéliennes de méme
dimension.

Toute suite principale admet une suite de Jordan-Holder plus fine par
conséquent Ip(g) < I(g) 'égalité n’étant valable que lorsque les suites prin-
cipales de g sont également des suites de Jordan-Holder ou, de fagon
équivalente, lorsque tout quotient ad-simple i/;j est une algébre simple. Ces
longueurs sont en général distinctes comme le montrent les algébres résolu-
bles. Pourtant, nous verrons plus tard que lorsque g est nilpotent ou réductif
ou lorsque g est résoluble sur un corps algébriquement clos elles coincident.
Dans le cas réductif, les suites principales sont en fait égales aux suites de
Jordan-Holder.
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Les identités relatives a la fonction longueur introduites au §1 subsistent
pour la longueur au sens des algébres a4 opérateurs dans . Traduites en
termes de longueurs principales elles subsistent moyennant la précaution
suivante: puisque les suites principales des algébres i et i/j sont en général
plus fines (donc plus longues) que les suites de Jordan-Hélder stables au sens
des algébres & opérateurs, on conviendra que la longueur principale d’un idéal
i et d’'un quotient i/; est sa longueur en tant qu’algébre & opérateurs dans g.
La longueur principale de I'idéal i est donc le nombre de quotients d’une suite
strictement décroissante et maximale (non raffinable) d’idéaux de g contenus
dans i. De méme, la longueur principale du quotient i/j est le nombre de
quotients d’une suite strictement décroissante et maximale d’idéaux de g
contenus entre / et j ¢’est-a-dire, d’une suite maximale

i=ipDi D D, =]

De telles suites se trouvent en correspondance biunivoque avec les suites de
Jordan-Holder stables de i /j au sens des algébres a opérateurs. Lorsque i = g
ces distinctions ne sont qu’apparentes. La structure d’algébre i opérateurs de
g/j avec domaine g se factorise en la structure avec domaine g/j. Les
remarques précédentes montrent, en outre, que si g est nilpotent ou réductif
ou méme résoluble sur un corps algébriquement clos la longueur principale de
i eti/j est égale 4 la longueur principale des algébres i et i /j car les suites de
Jordan-Hélder stables, au sens des algébres a opérateurs, sont alors des suites
principales.

D’aprés le théoréme 2.2, les quotients successifs de deux suites principales
® et ¥ d’'une méme algébre de Lie g sont isomorphes en tant qu’algébres a
opérateurs. En particulier ces quotients sont isomorphes en tant qu’algébres
de Lie donc les suites @ et ¥ sont des suites de composition équivalentes au
sens du §1. Il se pose donc la question de déterminer la nature des algébres de
Lie qui résultent comme quotients successifs des suites principales ou, ce qui
revient au méme, la structure des algébres de Lie quotient ad-simples i /. Il
est évident que tout quotient simple est ad-simple mais la réciproque est
inexacte car les idéaux de i ne sont pas forcément des idéaux de g. Des
exemples se trouvent facilement parmi les algeébres résolubles. Un premier
résultat dans cette direction est le suivant. ‘

Proposition 2.2. Soit g une algébre de Lie sur un corps K de caractéristique
zéro. Les quotients de toute suite principale de g sont soit abéliens soit semi-sim-
ples. '

En effet, soient i et j deux idéaux emboités de g et supposons que le
quotient i/j est ad-simple. Le radical r de i/ est un idéal caractéristique de i
donc un idéal de g. Puisque le quotient //j est ad-simple, I'idéal » + j est
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forcément égal 4 j ou 4 i. Dans le premier cas, il résulte que r CJ et, puisque
i/r est semi-simple, que le quotient i/j = (i/r)/(j/r) est' également semi-
simple. Dans le deuxiéme cas, l'algébre a opérateurs i/j = (r + j)/j =~
r/(rnj)=h est ad-simple et résoluble. L’idéal [h, h] est caractéris-
tique dans & donc stable pour la structure d’algébre a opérateurs. Or, la
résolubilité de A entraine que A # [A, A] et la ad-simplicité entraine finale-
ment que [A, k] = 0 c’est-a-dire, / est abélien.

On peut également démontrer un résultat un peu plus préeis en recopiant
essentiellement les arguments de [1, p. 91, exercises 15b, 15¢ et 17¢c] ou I'on
remplacera les automorphismes intérieurs du groupe par les automorphismes
exp(ad x), x. € g, de I’algébre de Lie.

Proposition 2.3. Soit g une algébre de Lie réelle ou complexe ou bien
nilpotente sur un corps K de caractéristique zéro. Les quotients de toute suite
principale sont des composés directs de sous-algébres de Lie simples isomorphes
(donc abéliens ou semi-simples isotypiques).

Nous n’insistons pas ici sur la démonstration car au §4 nous démontrerons
a l'aide de la proposition 2.2, un résuitat bien plus précis a savoir que tous ces
quotients sont soit des algébres abéliennes soit des algébres simples non-
abéliennes.

3. Algébres de Lie nilpotentes et résolubles

Dans ce paragraphe nous donnerons une caractérisation de telles algébres
de Lie moyennant leurs suites de Jordan-Holder dnsi que leurs suites prin-
cipales. Ces caractérisations s’appuient sur des théorémes bien connus que le
lecteur trouvera par exemple dans [3} et [10].

Définition 3.1. Un drapeau de g est une suite décroissante (¥))og;<n
n = dim g, de sous-espaces vectoriels de g tel que dim V, = n — i.

Les quotients successifs d’'un drapeau sont tous des espaces vectoriels de
dimension un et cette propriété caractérise les drapeaux.

Définition 3.2. Un drapeau (V) de g est dit

(i) résoluble lorsque [V,_,, V.1 C V,,

(ii) principal lorsque [V, V] C V,,

(iii) nilpotent lorsque [V, V] C Vi,

11 est clair que nilpotent = principal = résoluble. D’autre part, les drapeaux
résolubles sont tout simplement les suites de Jordan-Holder 4 quotients de
dimension un (i.e., abéliens simples) et les drapeaux principaux sont les suites
principales 4 quotients abéliens simples. Les drapeaux nilpotents sont les
suites principales a quotients abéliens simples et dont la représentation
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adjointe quotient est triviale (i.e., nulle). Les théorémes de Jordan-Holder-Lie
ont pour conséquence les corollaires suivants.

Corollaire 3.1. Si g admet wun drapeau résoluble, toute suite de
Jordan- Hélder de g est un drapeau résoluble.

Corollaire 3.2. Si g admet un drapeau principal (resp. nilpotent), toute suite
principale est un drapeau principal (resp. nilpotent).

Corollaire 3.3. Si g admet un drapeau principal ou nilpotent, toute suite
principale est de Jordan- Hélder et toute suite de Jordan- Holder est un drapeau
résoluble. '

Le dernier corollaire n’admet pas de réciproque méme lorsque le corps de
base est algébriquement clos. Une algébre de Lie admettant des drapeaux
principaux ou nilpotents peut admettre également des drapeaux résolubles qui
ne sont ni principaux et, a fortiori, ni méme nilpotents.

I1 est intéressant de remarquer que la deuxiéme partie du corollaire 3.2 est
une conséquence immédiate du théoréme d’Engel. En effet, si. g admet un
drapeau nilpotent alors la représentation ad: g — Der g est nilpotente et par
conséquent les représentations quotient ad;: g — Der(g;/g;,,), associées a
une suite principale (g;), sont également nilpotentes. Or, un quotient i /; est
ad-simple si et seulement si la représentation ad, ; est irréductible. Puisque
cette représentation est en plus nilpotente, le théoréme d’Engel entraine
aussitot que dim i/j = 1 et que ad,; est trivial car le sous-espace engendré
par un vecteur invariant de ad,; est un idéal stable de I'algébre & opérateurs
i/j. Ceci prouve bien que ( g;) est un drapeau nilpotent.

La théoréme d’Engel fournit en méme temps une méthode permettant de
construire un drapeau nilpotent plus fin qu’une suite distinguée (g;) dans une
algébre g admettant un drapeau nilpotent (c’est-d-dire, dans une algébre
nilpotente; cf. théoréme 3.1). En effet, chaque représentation nilpotente ad,:
g — Der(g;/g;,1) se met sous forme strictement triangulaire et ceci revient a
dire que chaque ad; admet un drapeau nilpotent (4;) dans I’espace quotient
8/8+1 (e, ad(h;) C h;;, ). Les éléments h; sont alors des idéaux stables
dans les quotients et la suite, obtenue en intercalant dans (g;) les images
réciproques des 4;;, est un drapeau nilpotent.

Théoréme 3.1. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) g est nilpotent.

(2) g admet une suite distinguée

§=8 282 " "Dg=0
telle que [ g, g1 C g, autrement dit, les quotients successifs sont ad-triviaux
(cf. proposition 2.1.).
(3) g admet un drapeau nilpotent.
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(4) Toute suite principale de g est un drapeau nilpotent.

Ces conditions équivalentes étant vérifiées, toute suite distinguée et strictement
décroissante de g admet un drapeau nilpotent plus fin.

Démonstration. L’équivalence (1) < (2) est standard (et triviale) la suite
centrale descendante vérifiant les conditions de (2). L’implication (2) = (3)
s’obtient tout simplement en prenant un drapeau quelconque plus fin que
(g), (3)=(4) nest autre que le corollaire 3.2 et (4)=>(2) est trivial. La
derniére assertion est conséquence du corollaire 2.1. Enfin, les implications
(1) = (3) et (3)=> (4) ainsi que la derniére assertion peuvent également étre
envisagées comme des conséquences du théoréme d’Engel.

Le caractére nilpotent d’une algébre de Lie est ainsi caractérisé par ses
suites principales qui sont des drapeaux nilpotents. Toute suite de
Jordan-Holder est alors un drapeau résoluble, par conséquent

Ip(g) = I(g) = dim g.

Soit i un idéal de l'algébre nilpotente g muni de sa structure d’algébre a
opérateurs relative a la représentation adjointe induite et ® = (i,) une suite
de Jordan-Holder stable de i au sens des algébres a opérateurs. Montrons que
® est une suite principale de 1’algébre de Lie i/ (sans opérateur). En effet,
comme P est une suite distinguée de g, elle s’étend en un drapeau nilpotent @
et, puisque ® est maximale dans i, on voit aussitdt que les termes de &
n’appartenant pas 4 ® sont tous des idéaux de g contenant i. On en déduit
que ® est un drapeau donc, a fortiori, une suite principale de /. Par ailleurs, i
étant nilpotent, toute suite principale de i est un drapeau nilpotent qui,
pourtant, n’est pas toujours induit par une suite principale de g (i.e., par un
drapeau nilpotent de g). Les drapeaux nilpotents induits sont précisément les
suites de Jordan-Holder stables de l'algébre & opérateurs i. De méme, les
suites de Jordan-Holder stables de i/j sont des drapeaux nilpotents de
I'algébre de Lie i// et ce sont précisément les drapeaux induits, dans i/, par
les drapeaux nilpotents de g qui contiennent les deux idéaux i et j. On obtient
ainsi la

Proposition 3.1. Soit g une algébre de Lie nilpotente et i, j deux idéaux
emboités de g. Les suites de Jordan- Holder stables de I’algébre a opérateurs i
(resp. i/j) sont les drapeaux (V)) nilpotents par rapport a g cest-a-dire,
vérifiant le relation [g, V;] C Vi, (resp. ad, ;(g)V C Viyy). Ce sont, en
particulier, des suites de Jordan- Holder au sens ordinaire.

Le discussion ci-dessus montre également que, dans le cas nilpotent, les
longueurs principales de i (resp. i//), considéré comme algébre avec ou sans
opérateurs, sont les mémes et toujours égales a la dimension. On remarquera,
en outre, que la proposition 3.1 est également une conséquence directe du
théoréme d’Engel appliqué aux représentations nilpotentes ad, et ad, /,.
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Nous avons déja constaté que toute suite principale d’une algébre nilpo-
tente est aussi une suite de Jordan-Holder et que toute suite de
Jordan-Holder est un drapeau résoluble. Pourtant, cette derniére propriété ne
caractérise pas les algébres nilpotentes. Nous verrons a présent qu’elle
caractérise les algébres résolubles.

Théoreme 3.2. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) g est résoluble.

(2) g admet une suite de composition (8)o<;<, telle que [g; g] C gi41
c’est-a-dire, les quotients successifs sont abéliens.

(3) g admet une suite distinguée a quotients successifs abéliens. -

(4) Les quotients de toute suite de Jordan- Hélder de g sont abéliens.

(5) Les quotients de toute suite principale de g sont abéliens.

(6) g admet un drapeau résoluble.

(7) Toute suite de Jordan-Holder de g est un drapeau résoluble.

En outre, ces conditions équivalentes étant vérifiées, toute suite de composition
strictement décroissante admet un drapeau résoluble plus fin.

Démonstration. 1’équivalence des trois premiéres propriétés est standard,
la suite des idéaux dérivés étant une particuliére suite distinguée & quotients
abéliens. La propriété (4) résulte de (2) en remarquant qu’une suite de
composition plus fine qu'une suite 4 quotients abéliens est aussi 4 quotients
abéliens. De méme (5) résulte de (3). La propriété (6) est conséquence de (4)
car les quotients abéliens sont simples donc de dimension un. Enfin, (7)
résulte de (6) en vertu du corollaire 3.1.

Le caractére résoluble d’une algcbre de Lie est ainsi caractérisé par les
suites de Jordan-Holder ainsi que par les suites principales,. ces derniéres
n’étant pas forcément des drapeaux. Pour de telles algébres on a donc

b(g) < I(g) = dim g.

Lorsque le corps de base est algébriquement clos, les suites principales
deviennent en fait des drapeaux; ce sont donc des suites de Jordan-Holder et
I'inégalité précédente devient une égalité.

Théoreme 33. Soit g une algébre de Lie sur un corps algébriquement clos et
de caractéristique zéro. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) g est résoluble.

(2) g admet un drapeau principal.

(3) Toute suite principale de g est un drapeau principal.

Démonstration. Montrons que (1) = (2). En effet, le théoréme de Lie
appliqué a la représentation linéaire ad: g — End g fournit un drapeau de g
stable par ad, c’est-a-dire, un drapeau principal.
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Soient i et j deux idéaux emboités de I’algébre résoluble g et munissons / et
i/j de leur structure d’algébre a opérateurs. Les résultats, obtenus précédem-
ment pour les algébres nilpotentes, sont basés sur le seul fait que toute suite
principale est un drapeau. Par conséquent ils se transcrivent entiérement pour
les algebres résolubles dont le corps de base est algébriquement clos. Les
suites de Jordan-Holder stables de i (resp. i /j) sont des drapeaux principaux
de l'algébre de Lie i (resp. i /j) et ce sont précisément les drapeaux induits par
les drapeaux principaux de g.

Proposition 3.2. Soit g une algébre de Lie résoluble sur un corps algébrigue-
ment clos de caractéristique zéro et i, j deux idéaux emboités de g. Les suites de
Jordan-Hélder stables de I’algébre a opérateurs i (resp. i /j) sont les drapeaux
(V) principaux par rapport @ g ¢’ est-a-dire, vérifient les relations [g, V\] C V),
(resp. ad; ;(8)Vy C V,). Ce sont en particulier des suites de Jordan-Holder au
sens ordinaire.

Cette proposition est également une conséquence directe du théoréme de
Lie appliqué aux représentations linéaires ad; et ad,,;. Les longueurs prin-
cipales de i (resp. i /), considéré comme algebre avec ou sans opérateurs, sont
dans le cas algébriquement clos toujours égales 4 la dimension.

Les résultats précédents s’appliquent notamment lorsque X = C. Dans le
cas réel, on peut démontrer que toute représentation linéaire de dimension
finie d’'une algébre résoluble admet une famille emboitée (V) de sous-espaces
invariants tels que dim(V;/ V,,. ;) < 2 et la représentation induite dans chaque
quotient est irréductible [19, p. 252, exercice 29]. On en déduit que les
quotients successifs de toute suite principale d’une algébre de Lie réelle et
résoluble sont de dimension < 2. Plus généralement (les notations étant celles
de la proposition 3.2), les quotients de toute suite de Jordan-Holder stable des
algeébres 4 opérateurs i et i /j sont de dimension < 2.

4. Algebres de Lie réductives et semi-simples

Pour éviter des confusions de terminologie, rappelons quune algébre de Lie
g est dite composée directe d’une famille (g;);, de sous-algébres et notée par
g = ® g, lorsque

(i) g est somme directe, au sens linéaire, des g; et

() (X x, Zyl=2x.yloux,y Eg.
Dans ces conditions, chaque g; est un idéal de g et les g; commutent entre eux
c’est-a-dire, [g;, g] = 0 pour i % . Par ailleurs, chacune de ces conditions
caractérise les composés directs parmi les sommes directes linéaires. En outre,
puisque g est supposé de dimension finie, la famille (g;) est & support fini et
par conséquent B g ~1lg. V '
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Contrairement a 'usage, nous dirons que g est réductive lorsque cette
algébre est composée directe d’une famille (g,) de sous-algebres simples (ces
sous-algébres étant par conséquent des idéaux). Nous dirons qu’elle est
semi-simple lorsque les g; sont tous non-abéliens. Deux décompositions di-
rectes quelconques de g en facteurs simples ont le méme nombre d’éléments
(la longueur réductive de g) et il existe une bijection entre les ensembles
d’indices tel que les facteurs d’indices correspondants sont isomorphes. En
plus, les facteurs non-abéliens sont déterminés de fagon unique (4 une
permutation pres des indices) et correspondent précisément a ’ensemble des
idéaux simples non-abéliens de g. Ces idéaux seront appelés les composantes
simples non-abéliennes de g. Indiquons par g, la somme des facteurs abéliens
et par g, la somme des facteurs non-abéliens. Alors g = g, @ g, g, est un
idéal abélien somme de toutes les idéaux abéliens de g et g, est un idéal
semi-simple somme de toutes les composantes simples non-abéliennes de g.
En outre, pour que g soit réductif il faut et il suffit que g = 4 & S ot A4 est
un idéal abélien et S un idéal semi-simple. Cette décomposition est unique car
A est égal au radical ainsi qu’au centre de g et S = [ g, g]. Dans une algébre
réductive le radical nilpotent est nul et le radical est égal au centre.
Réciproquement, lorsque le corps de base est de caractéristique zéro, une
quelconque de ces conditions entraine la réductivité. De méme, si g est
semi-simple son radical est nul et, en caractéristique zéro, cette condition
entraine la semi-simplicite. -

Soit g = @ 7_, g; une décomposition de g en facteurs simples. La suite
® = (B)og j<n B = 2,5, 8> €st évidemment une suite de Jordan-Holder de g
ainsi qu’une suite principale. Les quotients successifs sont isomorphes aux
facteurs g, le nombre de quotients abéliens est égal a la dimension donc a la
longueur de la partie abélienne g, et les quotients non-abéliens se trouvent en
correspondance biunivoque et isomorphe avec les composantes simples non-
abéliennes de g, leur nombre étant égal 4 la longueur de g,. On déduit que

g =ge8 =8Pl g
et que /p(g) = I(g) = n = longueur réductive de g. Les quotients abéliens
sont tous ad-triviaux et g est abélien si et seulement si /(g) = dim g. Re-
marquons ensuite que tout idéal de g admet un idéal supplémentaire. Ceci
entraine que tout idéal d’un idéal i de g est aussi un idéal de g et que tout
idéal d’un quotient i /j est la forme k/j ou k est un idéal de g. On voit ainsi
que les idéaux stables pour les structures d’algébres 4 opérateurs de i et i/j
(définies par la représentation adjointe) sont tout simplement les idéaux, au
sens ordinaire, de ces algébres. Cette remarque résulte encore du fait suivant.
L’existence d’idéaux supplémentaires entraine également que la structure
d’algébre & opérateurs de i (resp. i/j) avec domaine g est équivalente i la



322 A. KUMPERA

structure avec domaine i (resp. i/j). Or les idéaux stables pour cette derniére
structure sont tout simplement les idéaux au sens ordinaire. On en déduit la

Proposition 4.1.  Soit g une algébre réductive. Alors

(1) les suites de Jordan- Holder et les suites principales de g coincident,

(2) les suites de Jordan-Hélder stables des algébres a opérateurs i et i/j
coincident avec les suites de Jordan-Holder et principales des algébres sans
opérateurs.

Théoréme 4.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) g est réductif.

(2) g admet une suite de Jordan-Hoélder ® tel que g ~ gry g.

(3) Pour toute suite de Jordan-Hélder O de g on a g = gry, g.

(4) (K de caractéristique zéro) g admet une suite principale ® tel que
g=gr" Py 8.

(5) (K de caractéristique zéro) Pour toute suite principale ® de g on a
g = gr-pry 8.

En outre, ces conditions équivalentes étant vérifiées, toute suite de composition
¥ est distinguée et gry, g ~ g. L’algébre g est semi-simple si et seulement si les
quotients successifs d’une (donc de toute) suite de Jordan-Hoélder ou principale
sont non-abéliens.

Démonstration. Les implications (4) = (1) et (5) = (1) résultent de la pro-
position 2.2 (d’ou T’hypothése. sur la caractéristique). Toutes les autres
résultent de la discussion précédente et des théoréme de Jordan-Holder-Lie.

Disons enfin quelques mots sur les suites de Jordan-Holder et principales
d’une algébre de Lie quelconque.

Proposition 4.2. Soit g une algébre de Lie sur un corps de caractéristique
zéro. Le nombre de quotients abéliens de toute suite de Jordan- Holder est égal a
la dimension du radical de g.

Démonstration. Soit r le radical et prenons des suites de Jordan-Holder
(R)o<i<, de lalgébre semi-simple g/r et (k)y<;<, de lalgébre résoluble .
Cette derniére suite est un drapeau donc les quotients sont tous abéliens. On
obtient une suite de Jordan-Holder (g)o<ic,+, de & €n posant g; = 7',
0<i<p, et g,, =k, 0<i<g, oo 7 g—>g/r est le morphisme
canonique. Les quotients g;/g;,, =~ h,/h;,, sont non-abéliens tandis que les
8y+:/ 8p+i+1 SONt abéliens.

Théoréme 4.2. Soit g une algébre de Lie sur un corps de caractéristique
zéro. Toute suite principale de g a des quotients ou bien abéliens ou bien simples
non-abéliens.

Démonstration. Prenons la suite (g)o<i p+, CODStruite comme précédem-
ment ou 'on remplace (k;)o<; <, Par la suite des idéaux dérivés de r. Comme
tout €lément k; est un idéal caractéristique de r il sera également un idéal de



SUITES DE JORDAN-HOLDER 323

g. De méme, puisque la suite (h)o;, est principale (proposition 4.1) les
éléments g, 0 < i < p, seront aussi des idéaux de g. Ceci montre que la suite
(g;) est distinguée, les quotients g./g;.,, 0 <i < p, étant non-abéliens sim-
ples tandis que les autres sont tous abéliens. Par raffinement on obtient une
suite principale avec les propriétés voulues.

5. Suites de Jordan-Holder et principales d’un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie réel, connexe de dimension finie et g son algébre
de Lie.

Définition 5.1. Une suite de composition (resp. distinguée) de G est lhe
suite finie G = G, D G; D - - - D G, = {e} de sous-groupes de Lie connexes
de G tels que G, est normal dans G; (resp. dans G) pour tout i.

Définition 5.2. Une suite de Jordan-Holder (resp. principale) de G est une
suite de composition (resp. distinguée) strictement décroissante qui n’admet
aucune suite de composition (resp. distinguée) strictement plus fine.

La correspondance entre sous-groupes et sous-algebres entraine triviale-
ment le

Théoreme 5.1. 1] existe une correspondance biunivogue entre les suites de
Jordan- Holder (resp. principales) de G et celles de I’ algébre g.

Nous dirons qu’une suite est fermée lorsque chaque G, , est fermé dans G,.
Ceci revient a dire que tous les G, sont fermés dans G. Deux suites de
composition fermées sont équivalentes (resp. localement eéquivalentes)
lorsqu’elles sont de méme longueur et lorsque les quotients successifs sont, a
une permutation prés des indices, des groupes de Lie deux & deux isomorphes
(resp. localement isomorphes). Prenons maintenant une suite distinguée et
fermée (G;) de G. Chaque terme G; est un sous-groupe normal de G donc
invariant par la représentation adjointe

Ad: G- Aut G,

ou Ad g(x) = gxg™'. Dans la suite nous identifierons souvent Ad g avec
(Ad g), € Aut §. En fait, la structure du groupe de Lie Aut G est celle de
{p.Je € Aut G} C Aut § et la structure de Ad G C Aut G est celle de
{(Ad g),|g € G} C Aut §. La représentation Ad passe au quotient en

Adg g, + G- Au(G,/ G, ),

et par conséquent chaque quotient G,/ G;, , est un groupe de Lie & opérateurs
dans G. Deux suites distinguées et fermées sont dites équivalentes (resp.
localement équivalentes) lorsque les quotients successifs sont, & une permu-
tation prés, deux & deux isomorphes (resp. localement isomorphes) en tant
que groupes de Lie & opérateurs dans G. Notons que I'équivalence locale des
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actions du groupe G n’est supposée que pour des éléments petits. De fagon
précise, deux quotients H et H' sont dits localement isomorphes en tant que
groupes a opérateurs dans G s’il existe un isomorphisme local ¢: U — U’ des
groupes de Lie H et H’ et un voisinage V de I'élément neutre de G tel que

p(Ady g(x)) = Ady. g(e(x))
pour tout g € Vet x € U vérifiant Ady, g(x) € U.

Examinons en premier lieu que se passe-t-il lorsque le groupe G est
simplement connexe. Or, dans ce cas, tout sous-groupe de Lie H normal et
connexe est fermé et simplement connexe et tout groupe de Lie quotient G/ H
est simplement connexe [4, p. 204], {7, p. 127}, [13, p. 135, [19, p. 238]. On en
déduit le

Théoréme 5.2. Soit G un groupe de Lie simplement connexe. Alors

(@) toute suite de composition ou distinguée de G est fermée et ses termes
ainsi que les quotients successifs sont simplement connexes,

(ii) deux suites de composition (resp. distinguées) de G admettent toujours des
suites de composition (resp. distinguées) plus fines équivalentes (Schreier),

(iil) deux suites de Jordan-Hélder (resp. principales) de G sont towjours
équivalentes; toute suite de composition (resp. distinguée) strictement décrois-
sante, en particulier tout sous-groupe de Lie normal et connexe, admet une suite
de Jordan- Holder (resp. principale) plus fine (Jordan-Holder- Lie).

Démonstration. La partie (i) se déduit par récurrence de la remarque
précédente. Quant & (ii), prenons des suites plus fines et équivalents au niveau
de l'algébre de Lie . Les suites correspondantes, au niveau du groupe G, ont
des quotients simplement connexes dont les algébres de Lie sont deux a deux
isomorphes. Il s’en suit que ces groupes quotients sont deux a deux globale-
ment isomorphes. Si en plus les deux suites sont distinguées, les isomor-
phismes entre les algébres de Lie quotient préservent les représentations
adjointes quotient. Soit #: H — H’ un isomorphisme entre deux des quotients
successifs qui correspond a un tel isomorphisme infinitésimal. Le composé

g € G- u(Ady, g)u™' € Isom H’
a pour dérivée
Ao X €8 s u,(adg X)u,' € Der 3.

Or, puisque u,: 30 — 3’ commute avec ady et ady., on voit aussitét que A,
est égal a la dérivée de Ady. par conséquent A = Ad,. Ceci établit bien
I’équivalence des actions. La partie (iii) se démontre de fagon analogue; elle
découle, par ailleurs, trivialement de (ii).

Le lecteur pourra vérifier, en utilisant la remarque qui précéde la théoréme
5.2, que dans le cas simplement connexe on peut recopier l'argument
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algébrique pour obtenir une démonstration directe des théorémes de Schreier
et de Jordan-Holder. En effet, on démontrera tout d’abord le troisiéme
théoréme d’isomorphie (Zassenhaus) en remarquant que le produit H- K de
deux sous-groupes normaux, connexes et fermés est encore fermé et ensuite
on constatera que la méthode de “raffinement” de Schreier fournit des suites
de composition (resp. distinguées) dont chaque terme est fermé et connexe car
I'intersection H N K est connexe. Ces deux propriétés tombent en défaut
dans le cas général.

Lorsque G n’est pas simplement connexe il peut admettre des suites de
Jordan-Holder et principales qui ne sont pas fermées. C’est le cas par exemple
du tore. Par contre, le cylindre S! X R n’admet que des sous-groupes 4 un
parameétre fermés (au sens topologique) par conséquent ses suites de Jordan-
Holder, égales aux suites principales, sont toutes fermées. A présent nous
allons démontrer que tout groupe de Lie admet des suites de Jordan-Holder
et principales fermées ce qui permettra ensuite d’étudier leure équivalence,
notion qui porte sur les quotients successifs. Rappelons tout d’abord le
résultat suivant. '

Lemme 5.1. Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe de Lie connexe,
normal et fermé. L application q: G — G/ H établit une correspondance biuni-
voque entre les sous-groupes de Lie connexes de G contenant H et ceux de
G/H. Si q(K) = L alors §: K/H — L est un isomorphisme de groupes de Lie
et cette correspondance, préserve les sous-groupes normaux et fermés. La
restriction q: K — K/ H préserve en plus les sous-groupes Ad-stables.

Ce lemme montre en particulier qu'une suite de composition (resp. dis-
tinguée) et fermée (G;) est de Jordan-Holder (resp. principale) si et seulement
si tous les quotients G,/ G,,, sont des groupes de Lie simples (resp. Ad-sim-
ples).

Lemme 5.2. Si G est un groupe de Lie semi-simple, tout sous-groupe de Lie
connexe et normal est fermé. En particulier, chaque composante simple est
fermée. »

Démonstration. Si G est simple il n’y a rien 4 démontrer. Supposons donc
que G = H,H, - - - H, ol les H; sont les composantes simples de G (sous-
groupes de Lie connexes qui correspondent aux composantes simples de §) et
p > 1. Un sous-groupe de Lie normal, connexe et distinct de G est' de la
forme H = H,\H,q) " - - Hy, avec r <p. Si H n’est pas ferm¢, son adhére-
nce est également un sous-groupe normal, connexe et distinct de H par
conséquent H = H,y:- - Hy,y - -+ Hy,, avec ¢ > 0. Or, puisque tout
élément de H commute avec tous les éléments des sous-groupes H,, ., i > 0,
il en sera de méme pour H. Mais ceci entraine en particulier que chaque

H,, . ; est abélien ce qui est contradictoire.
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Corollaire 5.1. Soit G un groupe de Lie semi-simple. Alors les suites de
composition (resp. de Jordan- Holder) sont égales aux suites distinguées (resp.
principales) et sont toujours fermées.

La construction des suites de Jordan-Holder fermées pour un groupe de Lie
arbitraire est basée sur le lemme suivant.

Lemme 5.3. Soit G un groupe de Lie et H un élément maximal dans
I’ensemble des sous-groupes fermés, connexes, normaux et proprement contenus
dans G. Alors H est maximal dans I’ ensemble de tous les sous-groupes de Lie
connexes, normaux et proprement contenus dans G.

Démonstration. Considérons le groupe quotient G/ H et soit R son radi-
cal. Puisque R est connexe, normal et fermé, d’aprés le lemme 5.1 deux cas se
présentent.

(a) R = G/H. Le quotient est résoluble et contient par conséquent un
sous-groupe abélien, connexe, normal, fermé et non-trivial [13, p. 185] qui par
hypothése doit étre égal & G/ H. Or, ce groupe abélien est forcément de
dimension 1 sinon il contiendrait des sous-groupes fermés non-triviaux con-
tredisant les hypothéses.

(b) R = {e}. Dans ce cas le quotient G/H est semi-simple. Or, si le
quotient n’était pas simple il contiendrait, en vertu du lemme 5.2, des
sous-groupes connexes, normaux et fermés non-triviaux, par exemple les
composantes simples, contredisant ainsi les hypothéses sur H.

Théoréme 5.3. Tout groupe de Lie G admet des suites de Jordan- Holder
fermées.

Démonstration. En raisonnant par récurrence, on construira i l'aide du
lemme précédent un sous-groupe normal, connexe et fermé G;, , de G; qui est
maximal dans 'ensemble de tous les sous-groupes de Lie connexes, normaux
et distincts de G;. Puisque G est de dimension finie, la suite termine en {e}
apres un nombre fini d’étapes. La construction méme montre que la suite (G))
est de Jordan-Hdolder.

Corollaire 5.2. Un groupe de Lie de dimension > 0 est simple s’il ne
contient aucun sous-groupe fermé, normal et connexe autre que les sous-groupes
triviaux. » '

Théoréme 5.4 (Jordan-Holder-Lie). Deux suites de Jordan-Hélder fermées
d’un méme groupe de Lie G sont toujours localement équivalentes.

Démonstration. Comme les suites correspondantes, au niveau de algébre
de Lie G, sont des suites de Jordan-Holder elles sont équivalentes. On déduit
que les quotients successifs des deux suites de G ont, & une permutation prés,
des algébres de Lie deux a deux isomorphes par conséquent ce sont des
groupes localement isomorphes.
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Corollaire 5.3. Toute suite de composition fermée et strictement décroissante
de G admet une suite de Jordan-Hélder fermée plus fine. En particulier, tout
sous-groupe normal, fermé et connexe de G peut étre inséré dans une suite de
Jordan- Holder fermée. Deux suites de composition fermées quelconques de G
admettent toujours des suites de composition fermées plus fines et localement
équivalentes.

Pour construire des suites principales fermées on procédera de fagon
semblable. En effet, la construction de G, est la méme que pour les suites de
Jordan-Hoélder. La construction des autres termes de la suite s’appuit sur le
lemme suivant dont le lemme 5.3 est un cas particulier.

Lemme 5.4. - Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe normal, connexe et
fermé et K un élément maximal dans I’ensemble des sous-groupes fermés,
connexes, Ad-stables (i.e., normaux dans G) et proprement contenus dans H.
Alors K est maximal dans I’ ensemble de tous les sous-groupes de Lie connexes,
Ad-stables et proprement contenus dans H.

Démonstration. En vertu du lemme 5.1 il suffit de démontrer que le
groupe quotient H/K muni de la représentation adjointe quotient Ad:
G - Aut(H/K) est Ad-simple c’est-a-dire, ne contient des sous-groupes de
Lie connexes et Ad-stables autres que les triviaux. Son radical R est connexe,
fermé et invariant par tous les automorphismes de H/ K donc il est Ad-stable
et par conséquent, compte tenu des hypothéses et du lemme 5.1, deux cas se
présentent.

(@) R = H/K. Le quotient .est résoluble et le dernier terme non-trivial
D'R = Q de la suite dérivée est un sous-groupe de Lie abélien, connexe et
invariant par tous les automorphismes de R donc un sous-groupe Ad-stable.
Son adhérence Q est-un sous-groupe abélien, fermé, connexe et Ad-stable qui
sera, en vertu des hypothéses, égal & R. Si R est un groupe vectoriel il est
forcément Ad-simple car tout sous-groupe connexe est Un sous-espace
vectoriel donc fermé. De méme, si le tore maximal 7 de R est non-trivial, ce
tore est un sous-groupe fermé et invariant par tous les automorphismes de R.
On déduit que T est Ad-stable et par conséquent R = 7. Enfin, puisque le
groupe des automorphismes d’un tore est discret [13, p. 42] et que G est
connexe, la représentation Ad: G — T est triviale c’est-a-dire, Ad(g) = Id
pour tout g. Tout sous-groupe de T est donc Ad-stable et ceci entraine,
compte tenu des hypothéses, que dim 7 = 1. On voit ainsi que T est simple
donc, a fortiori, Ad-simple.

(b) R = {e}. Dans ce cas le quotient H/K est semi-simple. Or, tout
sous-groupe connexe et Ad-stable est forcément normal dans H/K donc
fermé en vertu du lemme 5.2 et par conséquent H /K est Ad-simple.



328 A. KUMPERA

Par des raisonnements analogues, on peut démontrer le lemme suivant qui
sera utile dans la démonstration du corollaire 5.4 et qu1 peut également servir
a la démonstration du théoréme 5.5.

Lemme 5.5." Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie Ad-stable et
connexe, K un sous-groupe de H qui est connexe, Ad-stable et fermé dans H.
Indiquons par L = H/K le groupe de Lie quotient muni de la représentation
adjointe quotient Ad: G — Aut L. Alors, tout élément maximal dans I’ ensemble
des sous-groupes fermés, connexes, Ad-stables et proprement contenus dans L
est également un élément maximal dans I’ ensemble des sous-groupes de Lie
connexes, Ad-stables et proprement contenus dans L.

Théoréme 5.5. Tout groupe de Lie G admet des suites principales fermées.

On pourra recopier la démonstration du théoréme 5.3 en s’appuyant sur le
lemme 5.4. Plus généralement, on pourra démontrer a ’aide du lemme 5.5 que
tout groupe quotient L = H /K muni de la représentation adjointe quotient
admet des suites de Jordan-Holder stables et fermées. Le corollaire 5.2,
transcrit dans ce contexte, affirmera alors que le quotient L est Ad-simple si
et seulement si la Ad-simplicité est vérifiée pour les sous-groupes fermés.

Théoréme 5.6 (Jordan-Hélder-Lie). Deux suites principales fermées d’un
méme groupe de Lie G sont toujours localement équivalentes.

Démonstration. Prenons deux suites principales fermées @ et @ de G. Les
suites correspondantes, au niveau de lalgébre de Lie §, sont des suites
principales équivalentes, par conséquent les quotients successifs sont (4 une
permutation prés des indices) deux a deux isomorphes par des isomorphismes
préservant les représentations adjointes quotient ad. Soient H et H’ deux
quotients de ® et @’ respectivement et soit #: U — U’ un isomorphisme local
de H vers H' dont la dérivée u,: I — I’ commute avec ady et adg,
c’est-a-dire, u, [(adg X)Y] = adqX(u,Y) pour tout X € § et tout ¥ € I.
Indiquons par Adq:: G — Aut ¥ la représentation Ad,, remontée a I’algébre
de Lie JC cest-a-dire, Adq g = (Ady g),. La dérivée de A: g€ G—

u,(Ady g)u;' € Aut W’ estégale aA,: X € § s u(adg X)u)' = adg, X €
Der 3’ donc A, = ads; et par conséquent u,(Ady g)u;" = Ady, g pour tout
g € G. Supposons pour l'instant que u est global. Dans ce cas u(Ad,, gu™ =
Ady g car les deux isomorphismes ont la méme dérivée.. On en déduit la
propriété voulue, autrement dit; on obtient la relation u(Ady, g) = (Ady g)u
pour tout g € G. Lorsque u n’est que local, il y a lieu a prendre les
précautions habituelles. Soit € C 3 un domaine d’injectivité de I'ex-
ponentielle pour le groupe H. L’application (g, X) € G X I — (Ady g)X
€ JC étant continue, il existe un voisinage ouvert symétrique ¥ de e € G et
un voisinage ouvert étoilé A de 0 € I tel que (Ady V) C Q. Puisque
Adq g est un isomorphisme linéaire, l'intersection [(Adgg)U] N AU est
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étoilée donc connexe. En plus, linjectivité de I’exponentielle entraine que
[(Adg g)exp U] N exp AU = exp[(Adq.gQU) N Q] pour tout g € ¥V, par
conséquent cette intersection est connexe. Nous pouvons enfin supposer, en
prenant au besoin des restrictions, que U = exp Q. Posons W = (Ady g ')
N U et W = w(W). Dans ces conditions, I’application u(Ad, gu™, g € V,
est définie dans Pouvert connexe W', est un isomorphisme local et sa dérivée
au point e € H’ coincide avec la dérivée de Ad,. g. On en déduit que
u(Ady g)u™' = Ad,, g|,- ou encore que u > Ady gl = (Ady g) © |- Ceci
montre bien que u[(Ady g)x] = (Ady. g)u(x) pour tout g € Vet toutx € U
tel que (Ady, g)x € U.

Corollaire 54. Toute suite distinguée, fermée et strictement décroissante de
G admet une suite principale fermée plus fine. En particulier, tout sous-groupe
normal, fermé et connexe de G peut étre inséré dans une suite principale fermée.
Deux suites distinguées fermées quelconques de G admettent towjours des suites
distinguées fermées plus fines et localement équivalentes.

La premiére partie se démontre en appliquant le lemme 5.5 aux quotients
successifs de la suite distinguée ou, ce qui revient au méme, en utilisant la
remarque qui suit le théoréme 5.5 concernant le groupe quotient L = H/K.
Les suites de Jordan-Holder stables et fermées ainsi obtenues se remontent, a
laide du lemme 5.1, & des sous-groupes connexes, fermés et Ad-stables de G
et fournissent ainsi la suite principale cherchée. Les autres parties sont des
conséquences. immédiates de la premiére et du théoréme 5.6. Par ailleurs, on
peut formuler I’analogue du théoréme 5.6 et du corollaire 5.4 pour les groupes
quotients L = H/K munis de la représentation adjointe quotient en
remplacant tout simplement les suites principales (resp. distinguées) par les
suites de Jordan-Hélder (resp. de composition) Ad-stables.

Nous pouvons maintenant traduire quelques résultats algébriques des para-
graphes 1-4 dans le contexte des groupes. Remarquons tout d’abord qu’un
groupe de Lie est nilpotent ou résoluble (au sens des groupes abstraits) si et
seulement si son algébre de Lie est nilpotente ou résoluble. Les suites
principales d’un groupe nilpotent et les suites de Jordan-Hoélder d’un groupe
résoluble sont des drapeaux. En plus, les quotients d’une suite principale d’un
groupe résoluble sont tous de dimension < 2. Lorsque G est réductif, les
suites de composition (resp. de Jordan-Hoélder) coicident avec les suites
distinguées (resp. principales). Remarquons pourtant que la caractérisation
des algébres réductives en termes du gradué associé (théoréme 4.1) ne subsiste
pas pour les groupes. Enfin, lorsque G est compact, les quotients de toute
suite principale sont compacts et la partie (a) de la démonstration du lemme
5.4 montre en plus que les quotients abéliens sont tous de dimension 1. Ce
résultat découle également du fait que tout groupe compact est réductif.
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6. Exemples et contre-exemples

Considérons maintenant le probleme d’étendre ’équivalence locale de deux
suites de Jordan-Hélder ou principales a une équivalence globale. Nous avons
vu que cette extension est toujours possible lorsque G est simplement con-
nexe. Par contre elle ne 'est pas en général et, grosso modo, ceci tient au fait
que ’homotopie de G peut induire des homotopies non-équivalentes sur deux
suites distinctes. Cette remarque intuitive sera formalisée ultérieurement. Il
est donc assez remarquable que l'obstruction disparaisse dans le cas des
groupes résolubles, autrement dit, on obtient toujours pour de tels groupes
des équivalences globales (cf. théoréme 7.1).

.-Commencgons tout d’abord par expliciter une certaine construction qui sera
utile en plusieurs instances et qui semble étre en plus au noyau des difficultés
d’extension. ]

Soit G un groupe de Lie connexe et supposons que G = H- K ou H et K
sont des sous-groupes de Lie connexes, normaux et tels que H N K est un
sous-groupe de Lie & topologie discréte (autrement dit, 3 N K = 0). Si H et
K sont fermés ceci revient a dire que H N K est un sous-groupe discret de G.
L’algébre de Lie § est alors composée directe de IC et de K et les éléments
de H commutent avec ceux de K. Indiquons par H et K les revétements
simplement connexes de H et de K et par Zy et Z; les noyaux respectifs.
L’application =: H x K— H-K, n(h, k) = h- k est alors un morphisme de
groupes de Lie dont la dérivée est l'identité. Par conséquent = est un
revétement simplement connexe de G dont on notera par Z le noyau. Il est
clairque Z, =Z N H,Z, =Z n KetZ 5 Z, X Z. Indiquons par p,, et
Px les projections canoniques de H X K sur ses facteurs. La relation

(6.1) Pe(p(Z2)) = Z- K = =7\(K)

montre que py, Z est fermé si et seulement si K est fermé. En outre, pulsque Pu
est surjectif et que Z est un sous-groupe central discret de H X K, on déduit
que py, Z est un sous-groupe central de H qui est discret si et seulement si p,, Z
est fermé. Ceci entraine le

Lemme 6.1. Pour que pyZ (resp. pyZ) soit un sous-groupe central discret
de H (resp. K Y il faut et il suffit que K (resp. H) soit fermé.

Nous pouvons également renverser ordre des constructions ci-dessus. De
facon explicite, prenons deux groupes simplement connexes H et K et
considérons le produit G = H X K (de fagon equlvalente prenons un groupe
simplement connexe G et supposons que G H-K avec H et K des
sous-groupes connexes et normaux et AnKa topologie discréte; ceci
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entraine que H et K sont fermés et simplement connexes et que HNnK=
{e} c’est-a-dire, G est produit direct de H avec K). Prenons ensuite un
sous-groupe central discret Z de G. Alors 7: G- G = G~/ Z est un revéte-
ment, G = H - K et les sous-groupes H = w(ﬁ) = I-?/(ﬁ NZ)etK= 77(12)
sont normaux et connexes, l'intersection H N K étant a topologie discréte.
En outre, pour que H (resp. K) soit fermé il faut et il suffit que p,Z (resp.
PyZ) soit fermé.

Lemme 6.2. Soit 7, la restriction de 7 a H. Alors PyZ =75\ (H N K),
HnNK-= pHZ/(ﬁ N Z) et pyZ est fermé si et seulement si H N K est fermé
dans H. En particulier, les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) H et K sont fermés dans G.

(2) H N K est fermé dans H et dans K.

(3) H N K est fermé dans G.

Lemme 6.3. Les conditions suivantes sont équivalentes:

WZ=@Hn Z)x&Kn 2).

QpyZ=HN ZetpyZ=Kn Z.

®pyZ=HnN ZoupyZ=Kn Z.

(4) G est produit direct des sous-groupes H et K ¢’est-a-dire, H N K = {e}.

Supposons maintenant que les groupes H et K sont fermés. Les suites

(6.2) GDOHD>{e}etG DK D {e}
sont distinguées et fermées et les quotients successifs sont respectivement

63) {G/H K/pxZ, {G/Kzﬁ/pHZ,
‘ H~H/(H nZ), K=~K/(Kn2Z),

ot H représente plus exactement H X {e} c H x K et K représente {e} X
K. En effet, on a par exemple G/ H ~ (H x IZ)/(I;- Z)= (H % IZ)/(I-? X
PxZ) =~ K /pxZ. Si en plus H et K sont des groupes de Lie simples alors les
suites (6.2) sont des suites de Jordan-Hélder et principales de G. Nous dirons
que ’équivalence des suites (6.2) est paralléle lorsque G/H ~ G/K et H ~
K; nous dirons qu’elle est croisée lorsque G/H ~ K et G/K~ H. Une
condition nécessaire pour I’équivalence paralléle est I'isomorphisme des
groupes H et K donc, lorsqu’il n’en est pas ainsi, ’équivalence ne peut étre
que croisée. Prenons maintentant deux groupes de Lie simplement connexes
G1 et GZ, soient Z, C G1 et Z, C G2 des sous-groupes centraux discrets et
indiquons par G, et G, les quotients correspondants. Tout isomorphisme ®:
G, —> G, se reléve en un isomorphisme ®: G, — 52 qui transforme Z, en Z,
et, réciproquement, un tel isomorphisme & induit, par passage au quotient, un
isomorphisme ®. En particulier, les groupes Z, et Z, sont isomorphes. On voit
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ainsi qu'une condition nécessaire pour I’équivalence paralléle est I'isomor-
phisme de p,Z avec pyZ et de H N Z avec K N Z. De méme, I’équivalence
croisée présuppose Iisomorphisme de p,Z avec H N Z ‘et de p,Z avec
Kn z Remarquons que dans ce dernier cas pyZ D HnZet PxZ D Kn
Z. Par conséquent, lorsque ces groupes sont finis, il faut avoir 1’égalité et ceci
aura lieu, notamment, lorsque le centre de H (resp. K) est fini. Les conditions
nécessaires décrites ci-dessus ne sont pas en général suffisantes car les
isomorphismes en question doivent étre induits par des isomorphismes des
groupes de Lie simplement connexes. Revenons maintenant au lemme 6.3.
Lorsque les conditions équivalentes du lemme sont vérifiées, les suites (6.2)
sont trivialement équivalentes, I’équivalence étant croisée. Si en plus H ~ K
I’équivalence est également paralléle. Nous verrons par des exemples que les
conditions du lemme ne sont pas nécessaires a I’équivalence croisée. Pourtant,

Lemme 6.4. Supposons que A (resp. K ) a un centre discret. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(1) Les suites (6.2) sont équivalentes par une équivalence croisée.

(2) Les conditions équivalentes du lemme 6.3 sont vérifiées.

(3) G/K~ H (resp. G/H ~ K).

En particulier, si H = K, chacune des deux derniéres conditions est nécessaire et
suffisante a I’ équivalence des suites (6.2). En outre, on peut renplacer dans les
hypotheses H par H (resp. K par K). Enfin, si le centre de H (resp. K ) est fmz,
on peut ajouter aux trois conditions precedentes la condition:

@) pyZ ~ Hn Z (resp. pyZ ~ K n 2).

Démonstration. Montrons que (1) = (2) En effet, l’équivalence croisée
entraine ’existence d’un automorphisme &: H— H tel que <I>( PuZ) = H n
Z C pyZ. Par restriction au centre £ de H on obtient un automorphisme ®:
Z — € qui laisse stable le sous-groupe p;Z. Remarquons. ensuite que le
centre d’un groupe de Lie connexe est discret si et seulement si il est abélien
de type fini (cf. [13, théoréme 1.2, p. 189] et passer au revétement simplement
connexe du groupe abélien). La propriété Hnz= PuZ sera donc une
conséquence du lemme algébrique suivant.

Lemme 6.5. Tout automorphisme d’un groupe abélien de type fini mduzt un
automorphisme sur chaque sous-groupe stable.

Esquissons la démonstration. Remarquons tout d’abord que si le sous-
groupe est de torsion il est fini et le résultat est évient. Le méme argument
montre, plus généralement, que la torsion du sous-groupe est égale i la
torsion de son image, cette torsion é&tant égale & P'intersection du sous-groupe
avec la torsion. du groupe tout entier. On peut donc quotienter par le
sous-groupe de torsion en se ramenant ainsi au cas libre. On obtient alors le
résultat en utilisant la structure donnée par les facteurs invariants (cf. [2, p.
88, théoréme 1]). '



SUITES DE JORDAN-HOLDER 333

Puisque le centre d’un groupe de Lie semi-simple est discret on obtient le

Corollaire 6.1.". Si [’un des groupes H ou K est semi-simple, la condition
H N K = {e} est nécessaire et suffisante pour I’équivalence croisée.” En par-
ticulier, si H =K, la condition ci-dessus est nécessaire et suffisante pour
I’ équivalence. '

Lemme 6.6. Soient H et K des groupes de Lie abéliens. Alors

(1) la condition nécessaire et suffisante pour I’ équivalence croisée est I’ isomor-
phisme des groupes pgZ et py,Z avec les groupes KnZeHnz respective-
ment.

(2) la condition nécessaire et suffisante pour [’équivalence paralléle est
I’égalité dim H = dim K et I”isomorphisme des groupes p Z et K N Z avec les
groupes pyZ et H N Z respectivement.

Démonstration. Deux groupes abéliens libres de type fini sont isomorphes
si et seulement si leur rang est le méme. D’autre part, il existe toujours un
isomorphisme de R” qui transforme p vecteurs libres (v;) en p vecteurs libres
(w;) donnés arbitrairement ce qui achéve la démonstration. On pourrait
également remarquer que le quotient de R” par un sous-groupe discret de
rang p est isomorphe 4 R"77 X TP,

Lorsque la dimension des groupes abéliens H ou K est supérieure a 1, les
suites (6.2) ne sont pas toujours équivalentes (voir exemple VII). Pourtant,

Lemme 6.7. Si H et K sont abéliens de dimension 1 (i.e., simples) alors les
suites de Jordan- Holder (6.2) sont toujours équivalentes.

Démonstration. Comme H = K = R, le revétement 7: R X R — G a pour
noyau un sous-groupe discret Z de rang < 2. Examinons les différents cas.

(i) Si rang Z = O alors Z = {0}, 7 est un isomorphisme et les quotients
(6.3) sont tous isomorphes a R. ‘

(i) Si rang Z = 1 alors Z = Z - v ou v est un vecteur non nul de R%. Deux
cas se présentent: (a) L’intersection de Z avec une des composantes de R?,
par exemple R X {0}, est non-triviale. Dans ce cas Z C R X {0} et les
quotients sont donnés par G/H~ K~R et G/K~H~R/Z~=T". (b)
L’intersection de Z avec les deux composantes est triviale. Dans ce cas
PyZ ~pgZ ~ Z et les quotients sont donnés par G/H =~ G/K =~ T! et
H~K>~R

(iii) Si rang Z =2 alors Z =Zv + Zw ol v et w sont des vecteurs
linéairement indépendants. Montrons que dans ce cas l'intersection de Z avec
les deux composantes de R? est non triviale. En effet, si par exemple
(R X {0}) n Z = {0} alors le sous-groupe H, image de la droite R X {0}
dans le quotient R?>/Z ~ T?, est partout dense et par conséquent n’est pas
fermé. D’autre part, puisque H et K sont fermés, les projections pyZ et pxZ
sont des sous-groupes fermés donc discrets. On voit ainsi que tous les
quotients sont isomorphes & T'.



334 A. KUMPERA

Remarque. La démonstration ci-dessus montre en particulier que I’équiva-
lence des suites (6.2) peut avoir lieu dans les deux sens possibles.

La construction précédente admet le cas particulier suivant. Soient H et K
deux groupes de Lie simplement connexes, Z, C H et Z, C K deux sous-
groupes centraux discrets et ¢: Z, — Z, un morphisme de groupes. Le graphe
de @ ~ :

Z={(xp(xIx€Z}CcZ %2,
est un sous-groupe central discret de G = H X K et on prend le revétement
7 G—> G = G/Z Puisque p,Z = Z, et pyZ = 1m<p C Z, sont des sous-
groupes fermés de H et K, on déduit que H = w(H et K = w(K) sont des

sous-groupes fermés de G. En outre, puisque Hnz-= ker ¢ et Knz=
{e}, les quotients (6.3) se réduisent &

64) {G/H?IE'/im s {G/Kzﬁ/Zl,
H:H/kerq), K~K

On aura par conséquent une équivalence croisée si et seulement si im ¢ = {e}
c’est-a-dire, si @ est trivial et ceci équivaut manifestement, & ce que Z =
graphe ¢ soit un produit, en ’occurrence le produit trivial Z; X {e}. Lorsque
H 2= K ce sera la condition nécessaire et suffisante pour ’équivalence. Dans
le cas paralléle on trouve la condition nécessaire ker ¢ = {e} qui, outre le cas
abélien, n’est pas touyjours suffisante (cf. exemple IV).

Donnons a présent quelques exemples et contre-exemples a 1’équivalence
globale.

(D Soit G = R X S? ou S? est la sphére munie de la structure du groupe
des quaternions de norme 1. Prenons Z, =Z CR, Z,={1,-1} c S3 le
centre de S3 et ¢: Z, — Z,, n+> (-1)". Les suites de Jordan-Hélder (6.2) ne
sont pas equlvalentes car ¢ n’est pas trivial. Elles admettent les quotients (ot

=RetK = 5%
{ G/H=~S%/Z,~ 30(3) , {G/K:R/Zz T,
H~R/2Z~T!' K=~§3

On montre facilement que tout sous-groupe central discret de R X S  qui
n’est pas un produit (i.e., donne des suites non-équivalentes) est un graphe de
la forme ci-dessus ou Z, est un sous-groupe discret de rang 1 de R.

(II) Soit G = Spin(n) X Spin(n + 1), n > 3, Z, = {1, =1} c Spin(n), Z, =
{1, —1} - Spm(n + Dete=1d: Z, > Z,. Dans ce cas on n’a pas d’équiva-
lence et

{ G/H ~Spin(n + 1)/ Z, ~ SO(n + 1), { G/K: Spin(n)/Z, =~ SO(n),
H =~ Spin(n), ’ K ~Spin(n + 1).
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(111) Considérons le groupe SO(m), m = 4n > &, et son revétement simple-
ment connexe Spin(m). Le centre & du revétement est isomorphe & Z, X Z,
et le groupe de Poincaré 7; de SO(m) (noyau du revétement) est un sous-
groupe isomorphe a Z,. Ecrivons € = {1, a, b, c}. Le groupe des automor-
phismes de Z est isomorphe & &; car chaque automorphisme correspond a
une permutation de {a, b, ¢}. D’autre part, le groupe des automorphismes de
Spin(m) induit sur € un sous-groupe isomorphe & Z, composé de I'identité et
d’un automorphisme involutif ® qui préserve le sous-groupe =,. Nous sup-
poserons désormais que 7, = (c) = (ab), ®(a) = b et £ = (a) - (b)) = Z, X
Z, '

Soit G = Spin(m) X Spin(m), Z, = Z, = Z et 9. Z, X Z, > Z, une des
projections, par exemple sur le premier facteur. Puisque ¢ n’est ni triviale ni
injective on ne peut avoir équivalence. Les quotients sont

{ G/ H = Spin(m)/ (a), { G/K = Spin(m)/& ~ SO(m)/Z,
| H = Spin(m)/ (b), K ~ Spin(m),

ou Z = {Id, -1d} est le centre de SO(m). On remarque que G/H =~ H car o
transforme a en b et que les groupes G/ H et H ne sont pas isomorphes a
SO(m) =~ Spin(m) /(c). Par contre, si lon prend le morphisme ¢,: g —m
défini par ¢,(a) = ¢ et @,(b) = 1, alors G/H et H ne sont pas isomorphes.
Considérons ensuite le sous-groupe Z, = (@) C % et les deux morphismes
injectifs @, @,;: Z; — & définis pas @(a) = b et ¢,(a) = ¢. Ces morphismes
n’étant pas triviaux il n’y a pas d’équivalence croisée. D’autre part, pulsque Q
est induit par ® (ou encore, puisque () est transformé en (b) par d)ilya
équivalence paralléle pour ¢, tandis qu’il n’y a pas de telle équivalence pour
@;- Les quotients s’écrivent

{ G/H =~ Spin(m)/ (b) (resp. Spin(m)/ (c) =~ SO(m)),
H ~ Spin(m),

{ G/ K = Spin(m)/ (a),
K =~ Spin(m).

(IVv) Soit K le revétement simplement connexe de SL(2, R), F~7le
centre de K et =7 le groupe de Poincar¢ de SL(2, R) qui en tant que
sous-groupe de Z est égal 2 2%. Soit G = H x Kot H=R, et prenons les
sous-groupes discrets Z, =Z CRet Z, =7, C K. En fixant un générateur
de 7,, on peut prendre le morphisme ¢ = Id: Z, — Z,. L’équivalence n’a pas
Heu et

{G/Hzf/ZZzSL(Z R), {G/K_~_R/Z=T','

HzI;=R, K~K
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(V) Soit G = H X K ot H = K est le revétement simplement connexe de
SL(2, R). Prenons Z, = Z, = «; C K et, en fixant des générateurs, soit ¢:
Z — Z Tapplication @(n) = 2n. Les quotients sont donnés par

{G/sz/zzz, {G/KzIZ'/ZzzSL(Z, R),
H~K, K~K.

Il est clair que I'équivalence croisée n’a pas lieu. Montrons qu’il en est de
méme pour I’équivalence paralléle. En effet, si une telle équivalence avait lieu,
il existerait un automorphisme ®: Z — Z du centre de K transformant Z, en
2Z, c’est-a-dire, transformant 2Z en 4Z. Or, ceci est impossible car Z ne
posséde que les automorphismes Id et ~Id.

(VD) Soit G = H X K comme dans (V). Son centre est égal & FxET~1Z
X Z. Considérons le sous-groupe Z engendré par {(1, 1), (1, —1)}. Dans ce
cas HN Z=K N Z=2Z, p,Z = p,Z = Z et I'équivalence est paralléle.
Par contre, si Z est engendré par {(1, 2), (2, -2)} alors HNnZ=4Z, KN Z
= 6Z, pyZ = L et pyZ = 2Z. Nous trouvons ainsi des groupes discrets tous
distincts bien qu’ isomorphes. Il n'y a pas d’équivalence croisée ou paralléle.
Enfin, remarquons que le sous-groupe Z n’est pas un graphe de morphisme
entre sous-groupes de Z.

(VII) Prenons maintenant G' = R X R?, et soit Z le sous-groupe discret
engendré par un vecteur dont les composantes sur chaque facteur sont non
nulles. Ontrowve H N Z=K N Z = {0}, pyZ = pyZ ~ Z ~Z et les quo-
tients sont donnés par

G/H~R*/pyZ~RXT', G/K~R/p,Z~T' H=~R K=~R.

Les suites ne sont pas équivalentes. Considérons enfin le groupe G = R? x R?
et soit Z le sous-groupes discret de rang 2 engendré par un vecteur v dont les
composantes sur chaque facteur sont non nulles et par un vecteur w € R? X
{0} qui n’est pas colinéaire avec la projection de v. Dans ces conditions,
pxZ ~1, pyZ ~ 177 HANnZ~ZetKNnZ=0. Les quotients sont respec-
tivement

G/H~RXT! G/K~T? H~RXT!, K~R%

et il n’y a pas d’équivalence.

7. Groupes de Lie résolubles
Théoréeme 7.1. Soit G un groupe de Lie résoluble. Deux suites de
Jordan-Holder fermées quelconques de G sont toujours globalement équiva-
lentes.
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Démonstration. 1’argument procéde par induction sur la dimension de G,
le cas des dimensions 0 et 1 étant trivial. Soit donc G un groupe de dimension
n>1 et prenons deux suites de Jordan-Holder fermées (G)og;c, €t
(H)oc j<q 00 Gy = = G. Deux cas se présentent.

(1) G,n H, nest pas discret, autrement dit, dim(G, N H,) > 0. Soit
K = (G, n H}), la composante connexe de I'unité dans Pintersection.
Puisque G, et H, sont des sous-groupes fermées, il en est de méme pour
I'intersection donc aussi pour K et dim K > 0. En outre, K est normal dans G
car G; N H, est normal et la composante connexe de 'unité est caractéris-
tique (invariante par tous les automorphismes du groupe). A l’aide du
corollaire 5.3 nous pouvons insérer le sous-groupe K d’une part en une suite
de Jordan-Holder fermée (K)o <4 avec K, = G, et d’autre part en une
suite de Jordan-Holder fermée (Kg)og p<p avec K| = H; de telle sorte que
K = K, = Kj. On peut supposer en plus que les deux suites coincident 2
partir du terme K Cest-a-dire, A — ag= B — B, et K, ., = K; ,, pour
A > 0. Par induction, les suites de Jordan-Hoélder (G),¢;c, €t (Kpicaca d€
G, sont équivalentes et ceci entraine que les suites (Glocic, €t (Kocaca
sont aussi équivalentes. De méme, les suites (H)oc <, €t (Kploc g<cp SONt
équivalentes. Pour achever la démonstration il suffit de montrer que
(K ocaca €St €quivalente a (Kp)o< g<p- O, les deux suites induisent, par
passage au quotient, des suites de Jordan-Holder fermées (Ldo<asa, €t
(Lp)o< p< g, dans le groupe quotient G/K ou L, = K, /K et Ly = K/ K.
Puisque dim G/K < n, T'hypothése de récurrence entraine que (L,) est
équivalente a (Lp). Par conséquent, compte tenu de la relation L,/L, ., =~

K,/ K, ainsi que de la relation analogue pour Ly, les quotients successifs de
(K do<a<a, SONL; & une permutation prés, isomorphes a ceux de (Kp)o p< g,
Enfin, puisque K, ., = Kj ,,, on trouve bien I'équivalence cherchée.

(2) G; N H, est discret. En écartant le cas trivial G, = {e} qui entraine
forcément H, = {e} (et qui en fait ne peut se produire sous les hypothéses
dim G > 1 et G résoluble), nous pouvons supposer que les dimensions de G,
et H, sont strictement positives. Puisque G, (et H,) est un sous-groupe
connexe, normal et maximal dans G, on déduit que G = G, H, et que les
sous-groupes G, et H, sont simples (G, commute avec H, et 'intersection est
discréte donc pour tout sous-groupe normal, connexe et non trivial G, de G,
le sous-groupe G, - H, est normal, connexe et distinct de G et H,). Les suites
de Jordan-Holder (G)) et (H;) se réduisent chacune a trois termes et nous
nous retrouvons dans la situation décrite au paragraphe 6 avec G, = H et
H, = K. Utilisons maintenant ’hypothése sur G. Les sous-groupes G, et H,
sont résolubles et simples donc abéliens de dimension 1. Par conséquent
G, = H, = R et 'équivalence des deux suites résulte du lemme 6.7.
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La démonstration ci-dessus peut servir de modéle dans I'étude de I'équiva-
lence globale pour d’autres classes de groupes de Lie. La premiére partie de la
démonstration ainsi que le début de la deuxiéme sont valables pour tout
groupe de Lie et ce n’est que la derniére partie qui peut tomber en défaut
comme le montrent les contre-exemples. Cette démonstration redonne en
particulier le résultat pour les groupes simplement connexes. Dans ce cas, le
revétement 7 G1 x H . — G = G- H,.est un isomorhisme et par conséquent
G est produit direct de G, et H,. Il en résultent trivialement les isomor-
phismes G/G, == H, et G/H, = G,. Par ailleurs, puisque les sous-groupes
normaux G, et H, sont dans ce cas simplement connexes on peut vérifier
directement que G, N H, = {e}.

Théoréme 7.2. Soit G un groupe de Lie résoluble. Deux suites principales
Jermées quelconques de G sont toujours équivalentes.

La démonstration suit les mémes étapes que celle du théoréme précédent.
En effet, la partie (1) se recopie entiérement en utilisant le corollaire 5.4 et en
remarquant que le sous-groupe connexe K est Ad-stable lorsque G, et H, le
sont. Ensuite, lorsque G, N H, est discret, les mémes arguments montrent
que G = G,- H,, que G, et H, sont Ad-simples et que G, commute avec H,.
Cette derniére condition montre que la représentation Ad de G' dans G, se
réduit en fait a la représentation habituelle avec domaine G, autrement dit,
Paction par I’élément gh € G = G, - H, est la méme que celle par I'élément
g € G,. De méme la représentation de G dans #, se réduit & ;. Il s’en suite
que les sous-groupes Ad-stables de G, et H; ne sont autres que les sous-
groupes normaux et par conséquent G, et H, sont simples. Ces groupes étant
résolubles, ils sont abéliens de dimension 1. Le groupe G est donc abélien de
dimension 2 et la représentation Ad opére de fagon triviale sur G ainsi que
sur les quotients. Ceci montre que I’équivalence des suites principales revient
tout simplement a I’équivalence des suites de Jordan-Holder c’est-a-dire, on
retrouve les conditions de la partie (2).

8. Groupes de Lie semi-simples et réductifs

Contrairement aux groupes résolubles, les groupes semi-simples et réductifs
présentent de mauvaises propriétés par rapport a ’équivalence. Les théorémes
qui suivent décrivent certaines des obstructions.

Théoreme 8.1. Soit G un groupe de Lie semi-simple dont les composantes
simples sont toutes non-isomorphes (ce qui est le cas, en particulier, lorsque les
composantes simples de I’algébre de Lie § sont toutes non-isomorphes). Pour
que deux suites de Jordan-Hélder (resp. principales) quelconques de G soient
équivalentes il faut et il suffit que G soit produit direct de ses composantes
‘simples.
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Démonstration. Le groupe G étant semi-simple, il suffit en vertu du
corollaire 5.1 de faire la démonstration pour les suites de Jordan-Hélder. Un
terme quelconque G; d’une svite de Jordan-Holder @ est un sous-groupe de
Lie connexe et normal dans G donc sera le produit d’un certain nombre de
composantes simples. Si en plus G est produit direct de ses composantes
simples, le sous-groupe G; est également un produit direct. Et dans ce cas les
quotients successifs de @ sont canoniquement isomorphes aux composantes
simples de G. Pour montrer que la condition est nécessaire, procédons par
récurrence sur le nombre r des composantes simples'de G. Si r = 1, le résultat
est trivial et si r = 2 le résultat est conséquence des lemmes 6.3 et 6.4 car
I’équivalence ne peut étre que croisée. Prenons ensuite un groupe semi-simple
G=H,---H, r>2, dont les composantes simples H; sont toutes non-
isomorphes et supposons que le produit n’est pas direct. Plusieurs cas se
présentent.

(1) 1l existe des indices i #j tel que H; N H, #+ {e}. En permutant au
besoin les indices, nous pouvons supposer que i = r — 1 et j = r. Dans ces
conditions, les suites de Jordan-Holder
(A) G=H,---HOH,---HD>---DH_H>DHD e},

B) G=H---HD>H,---H D>---D>H,_H D>H,_ D({e}

ne sont pas équivalentes. En effet, puisque H,_, N H, # {e}, les lemmes 6.3
et 6.4 nous disent que les suites H,_\H, D H D {e} et H,_H, D H,_, D
{e)} ne sont pas équivalentes. Par conséquent, si (A) est équivalent 4 (B), le
quotient H,_,/{e} de (B) est forcément isomorphe a un quotient
(H;_(- -+ H)/(H, - -+ H)de lasuite (A) avec i < r. Or ce dernier quotient,
considéré comme un quotient de la suite (B), est & son tour isomorphe & un
quotient (H,_, - - - H))/(H, - - - H,) de (A) avecj #i etj <r. En itérant ce
procédé on aboutit finalement a un quotient (H,_,- - - H)/(H, - - H),
I <r, de la suite (B) qui devra étre d’une part isomorphe & H,_,/{e} et
d’autre part isomorphe 4 I'un des quotients (H,_,H,)/H, ou H,/{e}, ce qui
est contradictoire.

(2) Pour tout i #j on a H; N H; = {e}. Puisque le produit n’est pas direct,
nous pouvons supposer que H, N (H, - - - H,) # {e} et par conséquent que
(H,H,) N (Hy- -+ H) # {e}. Distinguons ici deux cas:

(@ HN(Hy---H)=H,n(H;--- H)={e} (ce sera toujours le cas
lorsque r = 3). Dans ces conditions, les suites de Jordan-Holder
(A) G=H,---HDODH,---H DH;---H D>---D>{e},

(B G=H,---H>HH,---H>H,---H>--->{e)
ne sont pas équivalentes. On constate tout d’abord que les suites G O
H,---H>DH,---H et GDHH, --H DH,- --H ne sont pas
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équivalentes car elles induisent des suites de Jordan-Holder non-équivalentes
dans T' = G/(H, - - - H,). En effet, ¢ étant 'application quotient, les suites
induites s’écrivent respectivement par I' 3 g(H,) 5 {e} et I D qg(H)) D {e}.
Les hypothéses ci-dessus entrainent que g(H,) =~ H, n’est pas isomorphe a
g(H,) ~ H, et que g(H,) N g(H,) # {e}. Un arguement semblable a celui
esquissé dans (1) montre enfin que la suite (A) n’est pas équivalente a (B).

() H, N (Hy - - - H) (e} (ou Hy N (Hy- - - H)# (e}). Le groupe de
Lie K = H,H; - - - H, n’étant pas un produit direct admet, par 'hypothése
de récurrence, des suites de Jordan-Holder non-équivalentes (K)) <, €t
(K< j<r En posant K, = K} = G, on obtient deux suites de Jordan-Hdlder
de G qui visiblement ne sont pas équivalentes. Ceci acheve la démonstration.

Ce théoréme n’est plus vrai lorsque G admet des composantes simples
isomorphes. Il est clair que la condition de produit direct est suffisante a ce
que les suites de Jordan-Holder soient toutes équivalentes. Pourtant elle n’est
pas nécessaire car on pourrait avoir des équivalences paralléles. En effet, si
Pon prend dans 'exemple III le morphisme de groupes ¢: Z, — & Qéfini par
¢(a) = b, on obtient le groupe semi-simple G = H-K avec H =~ K =
Spin(m), lintersection H N K est non-triviale (car ¢ est non-trivial) et les
deux suites de Jordan-Holder possibles sont équivalentes par une équivalence
parallele. De méme, on pourra prendre dans ’exemple ¥ le morphisme
non-trivial ¢ = Id: Z — Z. Le résultat peut néanmoins s’étendre aux groupes
de Lie réductifs. Soit G un tel groupe, R son radical et S sa composante
semi-simple. Le sous-groupe R, égal a la composante connexe de I'unité du
centre de G, est normal et fermé dans G (c’est en fait un sous-groupe
caractéristique). Le sous-groupe S, produit de tous les sous-groupes connexes,
normaux et simples non-abéliens de G, est égal au premier groupe dérivé NG
(sous-groupe engendré par les commutateurs de G). Cest un sous-groupe
caractéristique donc normal dans G qui n’est pas forcément fermé. En plus
G = R - S, tout élément de R commute avec tout élément de S et 'intersec-
tion R N S est un sous-groupe de Lie avec topologie discréte (ie., R NS =
0). L’exemple suivant montre que S n’est pas toujours fermé. Soit S le
revétement simplement connexe de SL(2 R), Z ~ Z son groupe de Poincaré
et prenons dans le produit G=RxSle sous-groupe central discret £ ¢ R
X Z engendré par les éléments (1, 1) et (a, 1) ou « st un nombre irrationnel.
Alors R X {e) N Z = {((n(1 ~ a), &)}, ({0} x YN & = {e}, prZ = (n
+ ma} et pgZ = Z. 1l en résulte le revétement simplement connexe :
RXS>G/Z=R-Sou R=nvRX{e})=~T"et S=n({0} x )=~ S§
Comme pp & est dense dans R ce groupe n’est pas fermé et par conséquent, en
utilisant la formule (6.1), on voit que S n’est pas fermé dans G. Remarquons
en outre que R N S~1Z; comme sous-groupe de S~ Sil est égal a Z et il
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est fermé; comme sous-groupe de R il est égal au quotient prZ /R N %)
c’est-a-dire, au quotient de ppZ modulo la relation d’équivalence; (n + ma)
~ (n + m'a)sietseulement sin — n’ = m — m’, et il est dense dans T''.

Plus généralement, soit G = R-S un groupe de Lie réductif et G son
revétement simplement connexe. Alors G = R X § ol R ~ R? est le radical
de G ainsi que le revétement simplement connexe de R et $ est la composante
semi-simple de G ainsi que le revétement simplement connexe de S. Soit Z le
noyau de 7: G — G. La formule (6.1) montre que S est fermé dans G si et
seulement si p, Z est fermé dans R.

Lemme 8.1. Pour que S soit fermé dans G il faut et il suffit que R N S soit
fermé dans G.

Démonstration., En effet, si S est fermé alors R N § est fermé.
Réciproquement, si R N S est fermé, son image réciproque dans R est
- fermée. Or, cette image réciproque est égale a px Z (cf. lemme 6.2).

.Corollaire 8.1, Pour que S soit fermé dans G il suffit que I’une des
conditions suivantes soit vérifiée;

(1) Le centre de S est fini.

(2) psZ est fini.

3) psZ/(S N Z) est fini.

4) R N S est fini.

Démonstration. 11 est clair que (1) = (2) = (3) et que (3) < (4) en vertu du
lemme 6.2. Enfin, la condition (4) entraine que R N S est fermé. Il est utile
de voir plus directement la nature de ces conditions. Pour ceci remarquons
tout d’abord que la trace (ﬁ X {x}) N Z est fermée donc sa projection dans
R est aussi fermée. Puisque ppZ = U pR[(R' X {x}) N Z}, x € pgZ,la con-
dition (2) entraine que pzZ est fermé en tant que réunion d’'un nombre fini
d’ensembles fermés. Remarquons ensuite que si x =y mod(S N Z) alors
pR[(ﬁ X{x)hnZ]= pR[(ﬁ X {y}) N Z] et par conséquent la condition (3)
entraine que ppZ est réunion d'un nombre fini de pR[(ﬁ X{xhnNnZ}a
savoir, de ceux qui proviennent d’un systéme complet de représentants du
quotlent rsZ/(S N 2).

Remarque La composante semi-simple S peut étre fermée méme lorsque
Pintersection R N S est infinie. Pour le voir, il suffit de reprendre I’exemple
précédent et de considérer le sous-groupe central discret £ c R X Z de
R X S engendré par (1, 1). Dans ce cas R ~R, S~SetRNS=~Z.

Lemme 8.2. Soit G un groupe de Lie réductif dont la composante semi-sim-
ple est fermée. Pour que deux suites de Jordan-Hoilder (resp. principales)
Jermées de G soient toujours équivalentes il faut que R N 'S = {e}.

Démonstration. La démonstration procéde en deux étapes. Tout d’abord
nous établirons le résultat lorsque dim R = 1. Ensuite, nous réduirons le cas
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général 4 ce cas particulier. Puisque G est réductif, les suites de
Jordan-Holder sont égales aux suites principales.

(@) On suppose que:G = R - S est réductif et que dim R = 1. Soit § =
S, - - S, la décomposition de S en ses composantes simples. Nous allons
procéder par récurrence sur le nombre r. Pour r = 1 le résultat est consé-
quence du corollaire 6.1 car ’équivalence ne peut étre que croisée. Supposons
ensuite que r > 1. Si R N §; % {e}, les suites

(A) G=R-S;---SDOR-8:--8_1D--+DR-5 DR >D{e},

(B G=R-S,---8§D--DR-8 D8, D{e}

ne sont pas équivalentes car les trois derniers termes de chaque suite ne sont
pas équivalents. Si R N §; = {e} etsien plus R N S +* {e} alors e ¥ g =
8 " 8g avec g E Retg € S, entraine gg;' = g, - - g, F#e Cest-d-dire,
(R-S)N(S,---8)+ {e}. Dans ces conditions, si R N (S, ---S,) =
{e}, les suites

(A) G=R-S8;---8DOR-8,---8D28,---8>-:->fe},

(B) G=R-8§--:-828" --8528 --8>-->{e}

ne sont pas équivalentes. En effet, les trois premiers termes de (A) et (B)
induisent des suites de Jordan-Holder dans le quotient T = G/(S, - + - S,) et,
si 'on indique par g l'application quotient, ces suites sont données kpar‘
I' D g(R) D {e} et T D ¢(S)) D {e}. Puisque g(R) est abélien et ¢(S,) non-
abélien simple et que T' = g(R) - q(S}), 'équivalence ne peut étre que croisée.
Or, cette équivalence n’a pas lieu car I'hypothése R N (S,- - - S,) = {e}
entraine que g: R — g(R) est un isomorphisme et par conséquent g( g) est un
élément non-trivial de g(R) N g(S)). Si par contre R N (S, - - S,) # {e),
Phypothése de récurrence entraine que le groupe R- S, - - - S, admet des
suites de Jordan-Hoélder non-équivalentes qui s’étendent trivialement i des
suites de Jordan-Hoélder non-équivalentes de G en prenant pour premier
terme le groupe G = S;-R- S, - - - S,. On remarquera de passage que R -
S; - - - S, est touyjours un sous-groupe fermé car c’est l’image réciproque de
son image directe dans G/ R, cette image étant fermée car G/ R est semi-sim-
ple. .
(b) Considérons maintenant le cas général ou G = R- S est réductif et la
dimension de R est quelconque. Supposons que R N S # {e} et construisons
deux suites de Jordan-Holder fermées et non-équivalentes de G. Pour le faire,
nous allons tout d’abord construire un sous-groupe fermé i un parameétre H
de R tel que H- S est fermé dans G et Pintersection H N S est non-triviale.
Pour ceci, indiquons par Z le noyau de 7: G — G et remarquons que R N S
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est un sous-groupe discret de R dont I'image réciproque par ’application
restreinte 7: R Rest égale 4 ppZ. Soit (§,) un systéme libre de générateurs
du groupe abélien p,Z. Puisque p,Z 2 R N Z, il existe un générateur, par
exemple £;, qui n’appartient pas & Rnz Décomposons R~R? en un
produit R = R?™! X R de telle sorte que la composante {0} X R contienne le
générateur £ et que la composante R?™! x {0} contienne tous les. autres
générateurs £,\, A > 1. Nous pouvons réécrire G sous la forme G = R X 8=
R?! X R x § et prendre le sous-groupe a un paramétre H = ({0} X R X
{e}) de G. Dans ces conditions, le sous-groupe H - S = #({0} X R.X S) est
fermé dans G car si 'on pose K = 7(R?~! X {0} X {e}) et si 'on considére le
revétement 7: R X (R X §)_—> K- (H-S), la projection pg,:Z est. le
sous-groupe discret de R? ~! engendré par les éléments ($h>1 donc un
sous-groupe. fermé. En effet, pgp,-1 est le composé de p, avec la premiére
projection du produit R?~! X R. Montrons ensuite que H est fermé dans G.
Puisque R est fermé dans G il suffit de montrer que H est fermé dans R. Or,
R N Z est un sous-groupe de p = Z et par conséquent il existe un systéme libre
)< ucr T < g, de générateurs de ppZ et des entiers non nuls (n‘u)u,< p<s?
s <1, tel que (1,8,); <, <, S0it un systéme libre de générateurs de R N Z.
Posons §, =& + & on &y €[{y, - - -, {Jet& €[S 4y, - -+, ] et décompo-
sons R en le produit R = R* X R?7° de telle sorte que R* X {0} contienne les
éléments ({,), < .<, (en fait ce sera le sous-espace vectoriel engendré par ces
éléments) et que {0} X R?™ contienne les éléments (§,),~.,. Le sous-groupe
{0} X R X {e} = (t§)) est égal a (¢£)) + (¢&]), t € R, et par conséquent le
sous-groupe H C R~ T X R?™* est égal a (mf)) - (tw&]). Or, puisque
n ---né € RnZle sous-groupe a un paramétre. (¢mf)) est penod1que
donc compact (isomorphe 4 T' ou réduit 4 {0} lorsque £ € RN 2Z) et
puisque 7: R?77 — R?™¢ est un isomorphisme, le sous-groupe (f7€]) est égal a
une. droite de R?™° ou est réduit a {0} lorsque &7 = 0. En tout cas, ceci
entraine que H est fermé dans R. Une fagon plus rapide de démontrer cette
propriété est la suivante: On remarque que le groupe de Lie H - S est réductif
et que sa composante semi-simple est égale a S. Par conséquent son radical
est forcément égal au sous-groupe abélien connexe H ce radical étant fermé
dans H- S donc dans G. Enfin, la construction méme de H montre que
H N S # {e}. La partie (a) entraine maintenant qu’il existe des suites de
Jordan-Holder fermées de H - S qui ne sont pas équivalentes et ces. suites
peuvent s’étendre de fagon triviale en des suites non-équivalentes de G en
intercalant des sous-groupes fermés entre G et H - S. En fait, les nouveaux
quotients ainsi obtenus sont tous abéliens simples car la suite a . intercaler
entre G et H-S peut étre obtenue tout simplement en remontant & G une
suite de Jordan-Hélder fermée du groupe résoluble (de fait abélien) G/(H -
S). :
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‘Remarque. La démonstration ci-dessus montre plus précisément que

lorsque R N S # {e}, le groupe de Lie réductif G = R-S admet toujours
des suites de Jordan-Holder fermées non-équivalentes, la non-équivalence
ayant déjd lieu pour les quotients simples non-abéliens. :
- Soit G = R- S un groupe de Lie réductif. Son algébre de Lie § = R © §
est composée directe du radical R (égal au centre) et de la composante
semi-simple & . Tout idéal I de § est réductif et sa décomposition en radical
et partie semi-simple est donnée par K =(H N R)D(H N &). Il en
résulte que tout sous-groupe de Lie normal et connexe H de G se décompose
en le produit H=(H N R)-(H N S)ou H N R est central et H N S est
semi-simple. En plus, la composante connexe de 'unité de H N R est égale
au sous-groupe de Lie H’ qui correspond & 3 N R, la composante connexe
de l'unité de H N S est égale au sous-groupe H” qui correspond & IC N & et
par conséquent H = H’-H”. Si en plus R N § = {e} -alors le produit
H=H -H"estdirectet HH = H N R,H” = H N S. Les propriétés ci-de-
ssus ne dépendent que de la structure particuliére de I'algébre semi-simple S .
Par conséquent elles s’étendent entiérement a tout groupe de Lie G dont
'algébre est un composé direct §. = R © S, § étant semi-simple et R
quelconque. Au niveau du groupe, cecirevient a direque G = R-SouRet S
sont des sous-groupes de Lie normaux, R est quelconque, S est semi-simple
et lintersection R N S est un sous-groupe de Lie a topologie discréte.
Remarquons enfin qu’un groupe réductif G = R- S est produit direct de
sous-groupes simples (abéliens ou non) si et seulement si (a) R N § = {e} et
(b) S est produit direct de ses composantes simples. En outre, lorsque cette
condition est vérifiée, le sous-groupe S est fermé dans G.

- Théoréme 8.2. Soit G un groupe de Lie réductif dont la composante semi-
-simple S est fermée et supposons en plus que toutes les composantes simpies de S
sont non-isomorphes. Alors une condition nécessaire et suffisante pour que deux
suites de Jordan-Holder (resp. principales) fermées de G soient toujours équiva-
lentes est que R N S = {e} et que S soit produit direct de ses composanies
simples.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire en vertu du
lemme. Sinon, il existerait des suites de Jordan-Hoélder non-équivalentes de S
qui s’étendraient en des suites de Jordan-Hélder fermées et non-équivalentes
de G. Montrons que la condition est €également suffisante. Soient (G)) et (H))
deux suites de Jordan-Holder fermées de G. Le groupe réductif G; admet la
décomposition en produit direct G; = G/ - G ou G/ = G;N Ret G/ = G, N
S. On remarque que dans le cas réductif la proposition 4.1 entraine que
chaque G; est normal dans G c’est-a-dire, que la suite est principale. Pourtant
cette propriété n’est pas essentielle et la décomposition peut s’obtenir en
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procédant par récurrence sur les termes G; de la suite. Par conséquent, le
quotient G;/ G, = (G//G/,,) - (G /G, ,) est également un produit direct
et, puisque ce quotient est simple, chaque facteur est soit un groupe simple
soit le groupe réduit a I'identité. Ceci montre que la suite (G,) induit des suites
de composition fermées (G/) et (G;”) dans R et .S respectivement et que les
quotients de ces suites sont soit simples soit triviaux. En outre, 4 chaque
quotient trivial de (G/) correspond un quotient non-trivial de (G/) et
réciproquement. En supprimant les termes répétés, on obtient deux suites de
Jordan-Holder fermées, une dans R et l'autre dans S, dont les ‘quotients
successifs se trouvent en correspondance biunivoque avec les quotients de la
suite (G;), deux quotients correspondants étant isomorphes. De méme, la suite
(H,) induit des suites de Jordan-Holder fermeées dans R et dans S. Enfin, les
théorémes 7.1 et 8.1 nous disent que les suites induites sont équivalentes et
ceci achéve la démonstration. Pour les suites principales, on voit facilement
que la Ad-équivalence des suites de R et de S donne la Ad-équivalence des
suites de G.

On peut encore étendre ces résultats aux groupes de Lie dont la décomposi-
tion de Levi est un composé direct. En effet, soit G un groupe de Lie et
supposons que son algébre de Lie est composée directe § =R & S d’un
idéal résoluble R et d’un idéal semi-simple &. L’idéal R est forcément le
radical de § et & est un supplémentaire de Levi. En indiquant par R et S les
sous-groupes de Lie connexes correspondants, le sous-groupe R est le radical
de G donc il est fermé dans G, le sous-groupe S est normal et semi-simple,
I’intersection R N S est un sous-groupe de Lie a topologie discréte et G = R
- S. On démontre aussi que S est fermé si et seulement si R N S est fermé
dans G (dans quel cas, R N S est un sous-groupe discret de G) et cette
condition sera vérifiée en particulier lorsque R N S = {e}. Puisque deux
supplémentaires de Levi S et &’ dans § différent par un automorphisme
spécial, il en sera de méme pour les sous-groupes correspondants S et S’ et le
caractére normal ou fermé de S entraine alors le méme caractére pour tout
autre supplémentaire de Levi S’. Enfin, puisque R est caractéristique, les
intersections R N S et R N S’ sont isomorphes. En particulier, si R - S est un
produit direct il en est de méme pour R- S’ et § = S’ car deux composantes
normales coincident. :

Lemme 83. Soit G un groupe de Lie dont une composante de Levi S est
Jermée et normale dans G. Pour gue les suites de Jordan-Holder (resp. prin-
cipales) fermées de G soient toutes équivalentes il faut que R N S = {e}.

Démonstration. Soit g § = R ® S — § /S I'application quotient. Sa
restriction gq: R — § /S est surjective (en fait un isomorphisme), par consé-
quent I'image réciproque de toute sous-algébre K de § /& s’écrit comme
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composé direct ¢H(K) = (gg) H(HK) D S ‘et (gg0) (H) = R N ¢7(K). Con-
sidérons ensuite le groupe résoluble G/S et soit (X)) la suite de ses sous-
groupes dérivés. Chaque K; est connexe et normal et il existe un indice #, tel
que K, est abélien et non-trivial (on suppose que R est mon-trivial). Son
adhérence K =X, est un sous-groupe de Lie abélien, connexe, normal et
fermé. Soit p: G — G /S lapplication quotient. Sa restriction pg: R—> G/S
est surjective et son noyau est le sous-groupe discret R N S, par conséquent
Pg est un revétement. Posons H = p™(K) ¢ G, H' = (pg) (K) C R et soit
H” la composante connexe de I'unité de H’. Dans ces conditions, H est un
sous-groupe connexe, normal et fermé de G, H' est un sous-groupe normal et
fermé de R et par conséquent H” est connexe, normal et fermé dans R.
Puisque tout élément de R commute avec tout élément de S et que R est
fermé dans G, on voit que H” est aussi normal et fermé dans G. En plus, H”
est abélian car son algébre de Lie est isomorphe a celle de K. On montre
également que H'’ est abélien car H' = H"” - Z ou Z est le noyau de p, donc
un sous-groupe central discret de R. Si lon indique par ¢: § -G/
I’application tangente & p, alors I3 = ¢ (), I’ = H” = (gg) (K) et par
conséquent 3C = JC” D &. On en déduit que H = H” - S. Procédons main-
tenant par récurrence sur la dimension de R. Si dim R = 1, le groupe R est
abélien et par conséquent G est réductif. On retrouve donc les hypothéses du
lemme 8.2. Dans le cas général, remarquons tout d’abord que le sous-groupe
normal H = H” - § est réductif car son radical H” est abélien. En plus, deux
suites de Jordan-Holder fermées et non-équivalentes de H peuvent s’étendre
trivialement en des suites de Jordan-Holder fermées et non-équivalentes de G.
Par conséquent toutes les suites de Jordan-Holder fermées de H sont équiva-
lentes et ceci entraine, en vertu du lemme 8.2, que H” N S = {e}.
Considérons ensuite le groupe quotient G/H” = R’ - S’ o0 R’ = R/H" est
I'image de R et S’ est I'image de S dans le quotient. La condition H” N § =
{e} entraine que S’ est un sous-groupe semi-simple isomorphe 4 S et, puisque
son image réciproque H” - S est fermée dans G, ce sous-groupe est fermé
dans G/H". D’autre part R’ est résoluble. Enfin, si ’on indique par p:
G - G/ H" lapplication quotient, alors sa restriction p: RN S—>R' N S’
est un isomorphisme. En effet, si x € R N S et p(x) = e alors, puisque p:
S — S’ est un isomorphisme, on trouve que x = e. D’autre part, siz € R’ N
S’ alors z = p(x) = p(y) avec x € R ety € S. Or, ceci entraine que x™ Yy €
H” C R c’est-a-dire, y € R 0 S. On voit ainsique R’ N S’ =(R N S)/[(R
NS)YN H']=(R N S)/{e}. Puisque H” est connexe, normal et fermé,
deux suites de Jordan-Holder fermées et non-équivalentes de G/H” in-
duisent par image réciproque des suites de Jordan-Holder fermées et non-
équivalentes de G. Par conséquent G/ H” vérifie les hypothéses du lemme et,
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puisque dim R’ < dim R, la récurrence montre que R’ N S’ = {e} donc
finalement que R N § = {e}.

_Théoreme 8.3. Soit G un groupe de Lie dont le radical admet un
supplementazre de Levi fermé et normal. Supposons en plus que les composantes
simples de ce supplémentaire sont toutes non-isomorphes. Alors une condition
nécessaire et suffisante pour que deux suites de Jordan- Hélder (resp. principales)
Jermées quelconques de G soient équivalentes est que () R N S = {e} et (b) S
est produit direct de ses composantes simples. »

La démonstration est entiérement analogue a celle du théoréme 8.2.

9. Suites d’homotopie

Soit 7: G — G le revétement simplement connexe du groupe G, H un
sous-groupe de Lie normal et connexe de G et H le sous-groupe normal et
connexe de G qui correspond a4 H Cest-a-dire, le sous-groupe connexe dont
Palgébre de Lie est celle de H. Le groupe vﬁ est la composante connexe de
'unité de 7 '(H) et c’est un sous-groupe fermé. On sait que Het G / H sont
simplement connexes et par conséquent la restriction w: H— H ainsi que
Tapplication quotient w: G/H — G/ H qui s’en déduit sont des revétements
simplement connexes de H et de G/ H respectivement. Indiquons par =,(G)
le groupe de Poincaré de G. Puisque 7,(G) = 77'(e), il est clair que 7,(H) =
7,(G) N H et on voit facilement que 7(G/ H) = =,(G)/=,(H).

Prenons maintenant une suite de composition (ou dlstlnguee) D = (G) de
G et soit § = (G) la suite correspondante dans G. Alors G — G; et 7
G./G..,— G,/G,,, sont des revétements simplement connexes, (G, =
7(G) N G et 7(G,/ G, ) = [7(G) N G]/['rrl(G) N ,~+1]. On voit ainsi que
la suite de composition ® détermine une suite de composition 1 = (7,(G))) =
(m(G) N G;) du groupe abélien de type fini 7(G). Or, si 'on prend deux
suites ® et ¥ = (H,) de G et si l'on consideére les suites correspondantes 5 et {
de w,(G), alors I’équivalence des deux premleres entralne I’équivalence des
deux derniéres car tout isomorphisme %: G,/ G; H,;/ H,; ., se remonte
en un isomorphisme %: G,/G,,, — H, o/ Howy1 qu1 transforme 7(G;/ G;1.)
sur 7r,(H o/, /H, o) +1)- Réciproquement, s’il existe une équivalence (%) des
suites ® et ¥ qui induit une équivalence sur les suites d’homotopie alors (%)
se factorise en une équivalence des suites @ et ¥. Pour les suites distinguées il
faut exiger en plus que I'équivalence soit compatible avec la représentation
Ad. Or, nous avons vu dans la démonstration du théoréme 5.6 que s’il existe
un isomorphisme global « entre deux quotients H et H’ dont la dérivée u, est
compatible avec la représentation ad alors l'isomorphisme u est compatible
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avec Ad. Autrement dit, la compatibilité avec Ad ne représente pas une
obstruction supplémentaire. Remarquons enfin que toute équivalence au
niveau de l'algébre de Lie § entraine une équivalence au niveau du groupe
simplement connexe G. On obtient ainsi la proposition suivante ou P,
indique la suite de composition de I'algébre de Lie g qui correspond a ®.

Proposition 9.1.  Une condition nécessaire et suffisante pour que deux suites
de Jordan- Holder (resp. principales) fermées ® et ¥ soient équivalentes est qu’il
existe une équivalence pour les suites de Jordan-Holder (resp. principales) O, et
¥, qui induit une équivalence pour les suites d”homotopie.

Rappelons que deux suites de Jordan-Holder (ou principales) de g ou G
sont toujours équivalentes. La proposition 9.1 affirme qu’il y aura équivalence
dans G si et seulement si ’équivalence dans § ou G peut étre choisie de
fagon compatible avec les suites d’homotopie. Remarquons aussi quune suite
de Jordan-Hélder & n’induit pas forcément une suite de Jordan-Holder du
groupe d’homotopie. En plus, la simple équivalence des suites d’homotopie
est loin d’étre suffisante a ’équivalence des suites ® et ¥. En effet, si 'on
reprend I'exemple II, les deux suites d’homotopie sont données par Z, 5 0 O
0. :

Pourtant, nous pouvons obtenir certains résultats en faisant valoir la
connaissance de la structure des groupes simples. En effet, si H et K sont
deux groupes localement isomorphes (méme algebre de Lie) on peut supposer
que H = Kettout isomorphisme u: H — K se remonte en un automorphisme
#: H — H dont la restriction au centre dg: € — & est également un automor-
phisme qui transforme #,(H) en #,(K). Par conséquent, pout déterminer s’il
existe un isomorphisme global : H — K il faut procéder aux vérifications
suivantes:

(a) 7, (H) doit étre isomorphe a 7,(K) en tant que groupes abstraits.

(b) II doit exister un automorphisme ¢ de Z qui transforme #,(H) en
7 (K). ‘ . '

(¢) p doit étre induit par un automorphisme de H.

Appliquons cette méthode aux groupes compacts. Pour ceci, remarquons
tout d’abord que les quotients abéliens de toute suite de Jordan-Holder @ de
G sont compacts donc isomorphes a S !. L’équivalence aura toujours lieu pour
ces quotients et il ne reste qu’a examiner les quotients simples non abéliens
qui eux sont également compacts. Lorsque P est principale, ¢’est une suite de
Jordan-Holder car G est réductif et les quotients abéliens sont tous des
cercles. En plus, la représentation adjointe induite dans ces quotients abéliens
est triviale et par conséquent tout équivalence entre ces quotients est compati-
ble avec Ad. Pour examiner 1’équivalence des quotients non abéliens, dres-
sons la liste des groupes simples de type compact [12, p. 346], [18], [9]:
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8 U () Aut Z(0)  AD)
a,(n>1) SuUn+1) Z,, VAl Z,
b,(n>2) SO@n+1) Z, Id Id

¢, (n>3) Sp(n Z, Id Id
d,(n>4) SO(2n) Z, (n impair) ¥ 54 7} ~17,

G;(n=4

Z, X Z, (n pair) &,

Z, (n # 4)
es Eg Z, £+ 7t ~12,
e E, _ Z, Id Id
€s Eg Z, Id Id
fa F, YA Id Id
£, G, Z, Id Id

Suivant [12], § représente les algébres simples complexes, U représente des

groupes de Lie réels compacts dont les algébres de Lie sont les formes réelles
(compactes) de g, U est le revétement simplement connexe de U, .‘,’Z(Ij ) est le
centre, Autf’Z(ﬁ ) est le groupe des automorphismes du centre et A(Ij) est le
groupe des automorphismes extérieurs de U (cf. [18, p. 6]). Ce groupe est
canoniquement isomorphe au quotient de Aut( 17) par le sous-groupe des
automorphismes intérieurs et, dans le cas simple, il est fini et la restriction
A(D) - A(D)|Z(0) - est injective. Par conséquent A(U) =~ Aut(0)|Z(D).
Enfin, Z} indique le groupe multiplicatif des éléments inversibles de 'anneau
Z, ‘
Prenons maintenant un groupe simple et simplement connexe U et soient
a, et 7, deux sous-groupes isomorphes du centre %((7 ). Lorsque le centre est
cyclique, w; = =, et ’équivalence est trivialement réalisée. Il reste donc le seul
cas de d, avec n pair. Le groupe Z, X Z, admet trois sous-groupes propres et
non-triviaux qui sont cycliques d’ordre 2. Lorsque n = 4, ces sous-groupes
sont permutés entre eux par les automorphismes extérieurs de U et par
conséquent I’équivalence est toujours réalisée. Lorsque n # 4, deux des sous-
groupes sont échangés par A(U) et le troisiéme (le groupe de Poincaré de
SO(Q2n)) reste invariant. On voit ainsi que le seul cas ou I’équivalence peut
tomber en défaut est le cas.d, avec n pair et n # 4 et c’est en fait la raison
d’étre de 'exemple I11.

Théoréme 9.1. Soit G un groupe de Lie compact dont aucune composante
simple (dans §) est une forme réelle de d, avec n pair et n > 4. Une condition
nécessaire et suffisante pour I’ équivalence de deux suites de Jordan-Holder
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(resp. principales) fermées ® et ¥ de G est I’existence d’une permutation o qui
réalise simultanément I’équivalence entre @, et ¥, ainsi que I’équivalence entre
les suites d’homotopie et §. B

Ce théoréme montre que I’équivalence entre les suites d’homotopie doit étre
“bien” choisie. Il ne suffit pas tout simplement que les quotients possédent
deux a deux des groupes d’homotopie isomorphes (cf. exemple ).

A l'aide de la classification compléte des groupes de Lie simples (compacts
ou non) la méthode esquissée ci-dessus nous fournit des critéres permettant
de déterminer I’équivalence des quotients non-abéliens de deux suites de
Jordan-Hélder ou principales d’un groupe de Lie quelconque. Quant aux
quotient abéliens, il y aura une difficulté supplémentaire due au fait que ces
quotients ne sont pas forcément équivalents aux quotients d’une suite de
Jordan-Hélder ou principale du radical de G (cf. exemple IV). Pourtant,
lorsque G est réductif et lorsque les composantes simples non-abéliennes de G
ont des revétement simplement connexes a centre fini, cette propriété est
vérifiée et par conséquent les quotients abéliens sont toujours équivalents.

10.. Groupes semi-simples compacts

La théorie exposée précédemment montre que 1’équivalence des suites de
Jordan-Holder ou principales présente certaines obstructions dues au fait que
I’homotopie de G peut étre “mal répartie” parmi les termes successifs de deux
suites distinctes. Lorsque le groupe est compact et semi-simple nous pouvons
corriger ce défaut en introduisant des quotients discrets. De fagon précise,
nous affaiblissons la notion de suite de composition (resp. distinguée) en
supposant tout simplement que les termes sont tous fermés mais possiblement
disconnexes. Avec cette notion faible, la théorie se déroule de fagon aussi
satisfaisante que la théorie algébrique et P’équivalence est toujours réalisée.
Pour éviter des confusions, le terme connéxe sera explicitement mentionné
dans tout le reste du paragraphe lorsqu’il est question de suites a termes
connexes. :

Théoréme 10.1. Tout groupe de Lie compact et semi-simple admet des suites
de Jordan-Hélder (resp. principales) au sens faible. Lorsque G est connexe, les
suites de Jordan- Holder faibles coicident avec les suites principales faibles.

Démonstration. Supposons tout d’abord que le groupe G est connexe.
D’aprés le théoréme 5.3 (ou encore le corollaire 5.1), le groupe G-admet une
suite de Jordan-Holder fermée (G;) dont tous les termes sont connexes. Soit H
un des quotients G;/G,,,. Puisque H est simple, tout sous-groupe de Lie
fermé, normal et proprement contenu dans H est discret donc central. En
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plus, puisque H est non-abélien' et compact, son centre est fini et par
conséquent toute suite de Jordan-Holder (H),,, du centre (au sens pure-
ment algébrique) détermine une suite de Jordan-Hélder au sens faible @, de
H en posant Hy = H. L’image réciproque de ®, dans G, est une suite
strictement décroissante de sous-groupes fermés contenus entre G, et G, ;.
L’ensemble de toutes ces suites se rassemble en une suite de Jordan-Holder
au sens faible de G. Quant aux suites principales, on procéde de fagon
analogue. Tout d’abord, G admet une suite principale fermée et connexe et
puisque G est' semi-simple cette suite principale est également de
Jordan-Holder donc les quotients successifs sont tous simples. Si H est 'un
des quotients, alors un sous-groupe fermé, Ad-stable et proprement contenu
dans H est discret donc central (car Ad-stable implique normal). En plus,
puisque les €éléments des différentes composantes simples de G sont permu-
tables, la représentation quotient Ad,: G — Aut H se réduit 4 la représenta-
tion adjointe ordinaire du groupe H et tous les sous-groupes normaux sont
Ad-stables. On voit ainsi que les suites de Jordan-Hdlder Ad-stables de H
coincident avec les suites de Jordan-Holder au sens ordinaire de H et la
démonstration s’achéve comme précédemment. La suite principale, au sens
faible, ainsi obtenue est manifestement une suite de Jordan-Holder et par
conséquent toute suite principale, au sens faible, du groupe de Lie connexe G
est de Jordan-Holder en vertu de 1’équivalence qui fera I'objet du théoréme
suivant. Lorsque le groupe G n’est pas connexe, indiquons par G, sa com-
posante connexe de 'unité. La compacité entraine que G/ G, est fini et par
conséquent toute suite de Jordan-Holder de G, s’étend en une suite de
Jordan-Holder de G en prenant limage réciproque d’une suite de
Jordan-Hélder -du groupe fini G/ G, Pour montrer I'existence de suites
principales, il faudra reprendre I’argument au complet. Tout d’abord, G est
Ad-stable car il est invariant par Aut G, toute suite de Jordan-Hoélder
connexe et Ad-stable du sous-groupe G, est fermée en vertu du corollaire 5.1
et les quotients successifs sont semi-simples mais pas forcément simples. Soit
® une telle suite, H = G,/G;,, un quotient et g: G,— H lapplication
canonique. Tout sous-groupe K fermé, Ad-stable et proprement contenu dans
H est discret donc central sinon la composante connexe de I'unité de ¢'(X)
serait un sous-groupe fermé, Ad-stable, connexe et proprement inclu entre G;
et G;,, ce qui contredit le fait que @ est de Jordan-Holder. Pour construire a
partir de @ une suite de Jordan-Hélder au sens faible et Ad-stable ¥ du
sous-groupe G, il suffit de reprendre I'argument précédent et remonter & G,
des suites de Jordan-Holder Ad-stables des centres des groupes quotient
G,/ G, ,, ces centres étant finis. Enfin, on étendra ¥ en une suite principale
de G en remontant 3 G une suite de Jordan-Holder Ad-stable du groupe fini
G/ G,
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Théoréme 10.2. Soit G un groupe de Lie compact et semi-simple. Deux
suites de Jordan-Hélder (resp. principales) au sens faible sont toujours équiva-
lentes. : ‘

La démonstration utilise 'argument habituel. On constate tout d’abord que
le troisiéme théoréme d’isomorphie (Zassenhaus) est vérifié pour les sous-
groupes fermés d’un groupe compact que I'on utilise ensuite pour démontrer
le lemme de “raffinement” de Schreier qui & son tour entraine le théoréme de
Jordan-Holder. ;

La méthode ainsi que les résultats exposés pour les groupes semi-simples
compacts ne s’étendent pas a des situations plus générales. Pour le voir,
considérons un groupe compact dont le centre (égal au radical) n’est pas
discret, par exemple S'. Ce groupe n’admet pas des suites de Jordan-Hélder
finies. En effet, soit H un sous-groupe fermé et proprement contenu dans S'.
Ce groupe est discret donc fini et par conséquent il est engendré par .un
élément § (Yangle) qui est multiple rationnel de 27. Si p est un nombre
premier, p > 1, et si on indique par H, le sous-groupe de S' engendré par
8/p", on voit que H,, ,/ H, est simple et par conséquent S' admet des suites
de Jordan-Holder, au sens faible, dénombrables (on complétera la. suite (H,)
par une suite de Jordan-Hoélder de H = H). Si Pon prend maintenant un
nombre premier ¢ # p, les deux suites de Jordan-Hoélder ne sont pas équiva-
lentes, Remarquons toutefois que le lemme de “raffinement™ de Schreier est
valable pour tout groupe de Lie compact. Par conséquent,

Théoréme 10.3. Soit G un groupe de Lie compact et connexe. Deux suites
de Jordan-Hélder (resp. principales) connexes et fermées de G admettent
toujours des suites de composition (resp. distinguées), au sens faible, plus fines et
équivalentes. Les quotients successifs des derniéres suites sont soit localement
équivalents au quotients des suites initiales soit des groupes finis.

~Sans vouloir faire la démonstration, rappelons toujours que si (G;) et (H))
sont deux suites, la méthode de “raffinement” de Schreier consiste a prendre
les nouvelles suites G; = (G; N H)G,,, et H; = (H; N G)H,,,. Intuitive-
ment, ceci consiste a “bien répartir” Fhomotopie et a “rassembler” les excés
en de nouveaux groupes quotients a savoir, les groupes quotients finis. Les
suites de ’exemple I, une fois “raffinées”, illustrent bien cette affirmation.

Pour terminer, disons enfin quelques mots sur les groupes de Lie com-
plexes. Contrairement & ce que nous pourrions espérer, la théorie est dans ce
cas bien moins satisfaisante que dans le cas réel. Les généralités se tran-
scrivent sans peine et les résultats concernant les groupes semi-simples de-
meurent inchangés car tout groupe complexe simple est également réel
simple. Pourtant, le théoréme 7.1 sur les groupes résolubles, qui en un sens est
le résultat positif le plus intéressant du travail, tombe en défaut méme déja
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dans le cas abélien. Si, dans la deuxiéme partie de I'exemple VII on remplace
R? par C on trouve deux suites de Jordan-Hélder non-équivalentes d’un
groupe abélien complexe. Ceci entraine en particulier que les théorémes 8.2 et
8.3 ne donnent que des conditions nécessaires. De plus, la structure complexe
étant assez rigide, un groupe complexe n’admet pas toujours des suites de
Jordan-Holder ou principales fermées. C'est le cas par exemple de la plupart
des tores complexes (i.e., génériquement).
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